:C0 


^ 

z=^=U) 

F     TORC 

037 

°= — -.— 

"==^o 

i^S'^^ 

z=^CD 

""   ^HH^^HWr^» 

-,— 

^.^^J» 

CO 

ABHANDLUNGEN 


AUS  DER 


FÜNCTIONENLEHRE 


VON 


KARL  WEIERSTRASS 


i>£PARTMENTOFMAT';EMA- 
UNiVERSITY  OF  TORONTO 


LS 


BERLIN 

VERLAG    VON   JULIUS   SPRINGER 
1886. 


\' 


Vorwort. 

Von  den  im  vorliegenden  Band^  vereinigten  Abhandlungen  sind  die  vier 
ersten,  welche  sich  auf  die  Theorie  der  eindeutigen  Functionen 
einer  Veränderlichen  beziehen,  in  den  Jahren  1876,  1880,  1881  ge- 
schrieben und  aus  den  Denkschriften  und  den  Monatsberichten  der  Ber- 
liner Akademie  ohne  wesentliche  Veränderungen  abgedruckt  woi-den. 
Die  fünfte  Abhandlung,  Avelche  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  ein- 
deutigen Functionen  mehrerer  Argumente  enthält,  von  denen  icli 
in  meinen  Vorlesungen  über  die  Abel'sclien  Transcen deuten  Gebrauch 
mache,  habe  ich  im  Jahre  1879  für  meine  Zuhörer  lithographiren  lassen, 
ohne  sie  iu  den  Buchhandel  zu  geben.  Die  darauf  folgende,  den  Monats- 
berichten aus  dem  Jahre  1876  entnommene  Abhandlung  ,. Neuer  Beweis 
eines  Hauptsatzes  der  Theorie  der  periodischen  Functionen  von 
mehreren  Veränderlichen"  hat  beim  Neudrucke  verschiedene  redactio- 
nelle  Aenderungen  erfahren.  Die  letzte  Abhandlung  endlich  .,Über  die 
Theorie  der  analj'tischen  Facultäten",  welche  ich  aus  dem  in  der 
Einleitung  angegebenen  Grunde  aufgenonnnen  habe,  ist  im  Ganzen  so 
geblieben,  wie  sie  (im  Jalire  18Ö4)  in  dem  öl.  Bande  des  (Jrelle'schen 
Journals  erschienen;  ich  übei'zeugte  mich  al)er  während  des  Druckes  v<ni 
der  Nothwendigkeit.  an  vielen  Stellen,  namentlich  in  der  Einleitung  und 
in  den  §§7,8  Berichtigungen  und  Verbesserungen  anzubringen.  Eine 
gänzliche  Umgestaltung  der  Arbeit  mit  den  gegenwärtig  von  der  Functionen- 
lehre  dargeboteneu  Hülfsmitteln  vorzunehmen,  konnte  ich  mich  nicht  ent- 
schliessen. 

Weierstrass. 
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Zur  Theorie  der 
eindeutigen  analytisclien  Functionen. 

Aus  den  Abhandlungen  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin  vom  Jahre  1876. 


Zur  TliLMiric  dor  eiiidditiyiMi  aiiahiischcn 

FuiicUoiien. 


1.     Einleitung. 

L  iiter  den  eindeutigen  analytischen  Functionen  einer  Veränderlichen 
zeichneu  sich  die  rationalen  diu'ch  eine  charakteristische  Eigenthümlich- 
keit  aus,  die  zunächst  festgestellt  werden  soll. 

Ich  will  von  einer  eindeutigen  analytischen  Function  /(a)  der  com- 
plexen  Veränderlichen  x  sagen,  sie  verhalte  sich  regulär  in  der  Um- 
gebung einer  bestimmten  Stelle  {x  =  a) ,  wenn  sie  innerhalb  eines  gewissen 
Bezü'ks,  dessen  Mittelpunkt  a  ist,  überall  einen  endlichen  und  uiit  x 
stetig  sich  ändernden  AVerth  hat.  Nach  einem  bekannten  Satze  existirt 
dann  eine  Potenzreihe  '^(x\a),  welche  innerhalb  des  genannten  Bezirks 
die  Function  darstellt.     Dies  gilt  auch,    wenn  a  =  co  ist,  indem  unter 

'^{x,o6)  eine  Potenzreihe  von  7-  zu  verstehen  ist.*) 

Die  Gesammtheit  der  Stellen,  an  denen  f(x)  diese  beiden  Eigen- 
schaften besitzt,  nenne  ich  den  Stetigkeitsbereich  der  Function. 

Dieser  Bereich  ist  —  wenn  man  von  dem  Fall  absieht,  wo  f{x)  sich 
auf  eine  Constante  reducii't  —  stets  ein  begrenzter,  wie  sich  folgeuder- 
massen  beweisen  lässt. 


*)  Ich  bediene  mich  zur  BLZcichuuug  eiuer  Reihe  vou  der  Form 

2j  Jv  '^^  (V  =  0,  1,  2,..  .00) 

V 

in  Fällen,  wo  es  auf  die  Werthe  der  von  x  imabhäugigen  Coefficienteu  A„,  A^,  Ä.^ .  .. . 
nicht  ankommt,  des  Zeichens  ^(x),  aixszusprechen  „Potenzreihe  von  j^."  Ist  ferner  a 
ciu  hestimmttn- Werth  von  x,  so  schreibe  ich  ^(xjrt)  für^(r  — a),  um  hervorzuheben, 
dass  a  der  Mitttdpuukt  des  Convergenzbezirks  der  Eeihe  ist.  Diese  Bezeichuuugs weise 
behalte  ich  auch  bei,  weuu  a  =  ooist,  indem  ich  in  diesem  Falle  der  Formel 

o;  — 00 
die  Bedeutung  —  gebe. 


2  Zur  Tlieurie  der  eiudeutigen  aualytischeu  Fuiietioueu. 

Es  sei  a  ii'gencl  eine  im  Endlichen  liegende  Stelle  und  r  der  Radius 
des  Convergenzbezirkes  der  Reihe  ^(x\a),  welche  die  Function  f{x)  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  a  darstellt. 

Hat  r  einen  endlichen  Werth,  so  giebt  es  unter  denjenigen  Werthen 
von  X,  für  welche  \x  —  a\Wr  ist*),  mindestens  einen  (x'),  der  dem  in 
Rede  stehenden  Bereich  nicht  angehört.  Dann  ist  entweder  x'  selbst 
eine  Grenzstelle  des  Bereichs,  oder  es  findet  sich  eine  solche  in  der 
Strecke  (x' . . .  a)  zwischen  x'  und  a. 

Ist  dagegen  r  =00,  so  giebt  es  unendlich  grosse  Werthe  von  x,  denen 
auch  unendlich  gi-osse  Werthe  aou  f{x)  entsprechen;  in  diesem  Falle  ist 
also  die  Stelle  {x  =  c>c)  —  und  zwar  diese  allein  —  vom  Stetigkeits- 
bereich der  betrachteten  Function  ausgeschlossen  und  bildet  die  Begrenzung 
desselben. 

Hiermit  ist  festgestellt,  dass  für  jede  Function  /(as)  im  Gebiete  der 
Veränderlichen  x  nothwendig  singulare  Stellen,  wie  ich  sie  nennen  will, 
existii'en,  welche  Grenzstellen  des  Stetigkeitsbereichs  der  Function  sind, 
ohne  diesem  selbst  anzugehören.  (Das  Letztere  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  der  Definition  des  Stetigkeitsbereichs.) 

Ist  a'  irgend  eine  solche  singulare  Stelle,  so  giebt  es  innerhalb  eines 
beliebigen  Bezirks,  dessen  Mittelpunkt  a'  ist,  unendlich  viele  Stellen,  die 
dem  Stetigkeitsbereich  von  f{x)  angehören.  Möglicherweise  gilt  dies, 
wenn  der  Radius  des  Bezirks  hinlänglich  klein  angenommen  wird,  von 
allen  Stellen  des  letzteren,  und  dann  kann  es  vorkommen,  dass  sich  f(x) 
durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  Potenz  von  x  —  a'  in  eine  in  der 
Umgebung  von  a'  regulär  sich  verhaltende  Function  verwandebi  lässt. 
Jenachdem  dies  der  Fall  ist  oder  nicht,  nenne  ich  a'  in  Beziehung  auf 
die  Function  f(x)  eine  ausser  wesentliche  oder  eine  Aves  entliche  sin- 
gulare Stelle. 

Hierzu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Eine  Function  /(r/.)  kann 
so  beschaffen  sein,  dass  es  im  Gebiete  von  x  Stellen  giebt,  die  weder 
dem  Stetigkeitsbereiche  der  Function  (Ä)  angehören,  noch  Grenzstellen 
desselben  sind.  An  diesen  Stellen,  deren  Gesammtheit  mit  A"  be- 
zeichnet werden  möge,  ist  dann  die  Function  nicht  definiit.  Es  ist 
aber  A"  ein  Bereich  von  derselben  Beschaffenheit  wie  A;  nimmt  man  in 
demselben  eine  Stelle  a"  beliebig  an,  so  liegen  auch  alle  einer  gewissen 
Umgebung  von  a"  angehörigen  Stellen  in  A".  Daraus  folgt,  dass  der 
Bereich  A"  ein  begrenzter  ist,  seine  Grenzstellen  aber  nicht  zu  ihm  ge- 


*)  Ich  bezeicLne  den  absoluten  Betrag  einer  complexen  Grösse  x  mit  |  x 
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hlneii.  also,  da  sie  aiu-li  iiiclit  in  .1  lieprcn.  notlnvciMli^'-  mit  (Hvii/sfcllcn 
des  letzteren  Bereielis  zusammenfallen,  und  zwar  mit  solclicn .  Au-  west-nf- 
liehe  singulare  Stelleu  für  die  betrachtete  Function  sind.  Nun  liei^M  aber 
in  jeder  Strecke,  die  einen  Punkt  von  .1"  mit  eiiuMu  Punkte  von  .1  vei-- 
biudet,  mindestens  eine  Grenzstelle  des  Bereidis  Ä" ;  es  hat  also  die 
Function  /■(./)  in  dem  angenommenen  Falle  unendlich  viele  wesentliche 
singulare  Stelleu. 

Xach  diesen  Auseinandersetzungen  lässt  sich  nun  die  Klasst-  der 
rationalen  Functionen  einer  Veränderlichen  (:/)  detiniren  als  die  ijn- 
sammlheit  derjenigen  eindeutigen  Functionen  von  ./■.  fiii'  die 
es  im  Gebiete  dieser  Grösse  nui*  ausserwesentliclie  singulare 
Stellen  giebt. 

Ist  nämlich  erstens  f(x)  eine  rationale  Function  —  im  gewöhnlichen 
Sinne  —  und  a  ii'gend  ein  bestimmter  AVerth  von  ./•.  so  kann  man  fix) 
zunächst  als  Quotienten  zweier  ganzen  Fimctionen  von  (.r  —  d).  die  für 
./•  --  a  nicht  beide  gleich  Xull  sind,  darstellen  und  sodann,  wenn  von 
den  nicht  verschwindenden  Gliedern  des  Divisors  das  niedrigste  von  der 
mteii  Ordnung  ist,  bei  hinlänglich  kleineu  Wertheu  von  (x  —  a) 

(:r-arr(x) 

in  eine  Reihe  ^(a:'a)  entwickeln;  d.h.  es  existii-en  für  die  Function /'(ä-) 
nur  ausserwesentliche  singulare  Stellen. 

Angenommen  zweitens,  es  sei  /'(;/')  eine  irgendwie  detinirte  eindeutige 
Function,  von  der  sich  feststellen  lässt,  dass  für  sie  wesentliche  singulare 
Stellen  im  ganzen  Gebiete  von  x  nicht  existiren,  so  dass  in  der  Umgebung 
jeder  beliebig  angenommenen  Stelle  a  die  Function  in  der  Form 

(x~ar"'^(x[a) 

darstellbar  ist,  wo  m  eine  ganze,  nicht  negative  Zalil  bedeutet.  Xiuuut 
man  zunächst  a  =  oo,  so  giebt  es  nach  dem  Obigen  im  Innern  des 
Convergenzbezirkes  der  Eeihe  ^^,:/|rt),  jenachdem  »« ^  0  ist,  entweder 
gar  keine  singulare  Stelle,  oder  nur  die  eine  co.  Sämmtliche  sin- 
gulare Stellen  —  ausser  --  —  sind  also  in  eiiu?m  ganz  im  End- 
lichen liegenden  Bereiche  zu  suchen.  In  demselben  kann  es  aber  nur  eine 
endliche  Anzahl  solcher  Stellen  geben.  Existiren  nämlich  für  irgend 
eine  eindeutige  Function  im  Innern  eines  begrenzten  Bereichs  unendlich 
viele  ausserwesentliche  singulare  Stellen,  so  giebt  es  im  Innern  oder  an 
der  Grenze  des  Bereichs  wenigstens   eine  Stelle,   welche   sich   dadurch 

1* 
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auszeichnet,  class  in  jeder  Umgebung  derselben  von  ihr  verschiedene  sin- 
gulare Stellen  vorhanden  sind,  und  die  deshalb  nothAvendig  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  für  die  Function  ist.  Es  ergiebt  sich  also  aus  der  ange- 
nommenen Beschalfenheit  der  betrachteten  Function  f{or)  mit  Nothwendig- 
keit,  dass  es  für  sie  nur  eine  endliche  Anzahl  siugulärer  Stellen  geben  kann. 
Es  ist  nun  zunächst  der  Fall  möglich,  dass  f{p)  in  der  Umgebung 
jeder  im  Endlichen  liegenden  Stelle  sich  regulär  verhält,  also  durch  eine 
für  jeden  endlichen  Werth  von  x  convergirende  Reihe  von  der  Form 

dargestellt  werden  kann.  Dann  hat  die  Function  nur  die  eine  singulare 
Stelle  CO,  und  da  diese  der  Voraussetzung  nach  eine  ausser  wesentliche 
ist,  so  muss  sich  eine  ganze,  nicht  negative  Zahl  m  so  bestimmen  lassen, 
dass 

(i)    «-) 

für  jeden  unendlich  grossen  Werth  von  x  unendlich  klein  ist.  Dies  aber 
ist  nach  einem  bekannten  Satze  nur  möglich,  wenn  in  der  vorstehenden 
Reihe  jeder  Coefficient,  dessen  Index  grösser  ahm  ist,  verschwindet.  Es 
ist  also  in  dem  betrachteten  Falle  /'(a)  eine  ganze  rationale  Function. 
In  dem  Falle  ferner,  dass  f{x)  im  Endlichen  singulare  Stellen  besitzt, 
mögen  dieselben  mit 

Ci-f       ^      •      •      •     Cv.y 

bezeichnet  werden,  und  es  sei  nij.  die  kleinste  ganze  Zahl,  durch  welche 
bewirkt  werden  kann,  dass  die  Function 

m, 
{x-a^)  'f{x) 

in  der  Umgebung  der  Stelle  (tj^  sich  regulär  verhält.     Dann  ist 
{x  —  «j)     ....  (j;  —  (ly)      fix) 


eine  Function,  welche  in  der  Umgebung  jeder  im  Endlichen  liegenden 
Stelle  sich  regulär  verhält,  woraus  nach  dem  Bewiesenen  folgt,  dass /'(a;) 
in  der  Foim 

Gjx) 

ix  -aj    '. .  .  .  (x  -  «,.) 


jn. 
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darg-estelll   weiden  kann,    wo  (;{.,)   eine  ;^;inze  rationale   Fimdion    von  ./ 
bedeutet. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  dnirli  die  j^-ej-vbene  Delinilii.n  wiiklidi 
die  eliaiakteiistisdie  Eig-enthinnliclikeit  der  rationalen  Kniictionen  eiiin- 
Veränderlichen  ausgesproelien  wird. 

])nr('b  die  vorstellenden  Erörternnoen  ist  aber  aiicli  für  die  Intei- 
sucliung  und  Classification  der  transcendent  eii  eiiideiititivii  h'iiiirtiuiicn 
eines  Arguments  ein  Fingerzeig  gegeben. 

AVerden  dem  Stetigkeitsbereicli  einer  Fiinclioii  diejenigen  von  seinen 
(irenzstelleii.  welche  ansserweseii  1 1  i  che  singulare  St  eilen  fin-  die  Kniictioii 
sind,  hinzugefügt,  so  entstellt  ein  Bereich  A' ,  von  welchem  man,  dem 
soeben  Festgestellten  gemäss,  sagen  kann,  dass  in  ihm  /'(.v)  überall  wie 
eine  rationale  Function  sich  verhalte.  Dieser  F>ereich  ist  ein  unbegrenzter 
oder  ein  begrenzter,  je  nachdem  /■(.7)  eine  rationale  oder  eine  trans- 
cendent e  Function  ist,  und  wird  im  letztern  Falle  seine  Begrenzung 
von  den  wesentlichen  singuläreii  Stellen  der  Function  gebildet,  deren 
Anzahl  endlich  oder  auch  unendlich  gross  sein  kann. 

Betrachtet  man  nun  als  einer  Klasse  angehörend  alle  Functionen 
/■(./•).  für  welche  der  definirte  Bereich  Ä'  ein  und  derselbe  ist,  so  bildet 
nach  dem  Vorhergehenden  die  Gesammtheit  der  rationalen  Functionen 
von  .->•  eine  solche  Klasse.  Dagegen  existiren  unzählige  Klassen  von 
transcendenten  Functionen  f{x)]  um  für  die  Eintheilung  derselben  in  Gat- 
tungen ein  sachgeuiäsSes  Princip  zu  gewinnen,  Avird  man  zu  untersuchen 
haben ,  welche  wesentliche  Verschiedenheiten  in  der  Begrenzungsweise  eines 
Bereichs  A' ,  der  für  eine  Klasse  eindeutiger  Functionen  von  x  die  ange- 
gebene Bedeutung  hat,  möglich  sind.  Aber  auch  ohne  auf  diese  Unter- 
suchung näher  einzugehen,  wird  man  in  den  eindeutigen  Functionen  mit 
einer  endlichen  Anzahl  Avesentlicher  singulärer  Stellen  die  den  rationalen 
Functionen  am  nächsten  stehenden  erkennen,  und  als  einer  Gattung  an- 
gehörend alle  diejenigen  betrachten,  für  welche  die  Zahl  solcher  Stellen 
dieselbe  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  Functionen  dieser  Art  mit  beliebig 
vielen,  und  zwar  vorgeschriebenen  wesentlichen  singuläreii  Stellen 
wirklich  giebt. 

Wie  oben  bemerkt  worden,  wird  durch  jede  unendliche  Reihe 

Aq-{-  A^x-{-  A.^T-^-h  ■  •  •  ? 

deren  Coefficienten  gegebene  Constanteii  und  so  beschaffen  sind,  dass  die 
Reihe  für  alle  endlichen  "Werthe  der  Veränderlichen  x  couvergirt,  eine 
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Function  mit  der  einen  wesentlichen  singiilären  Stelle  co  dargestellt. 
Dasselbe  gilt,  wie  in  ganz  älmliclier  Weise  gezeigt  werden  kann,  wenn 
G^(x),  G^ia:)  zwei  solche  Functionen  sind  —  wobei  jedoch  eine  von 
ihnen  auch  eine  ganze  rationale  sein  darf  —  für  den  Quotienten 

G^{x) 
G^{x) 

in  jedem  Falle,  wo  derselbe  nicht  auf  eine  rationale  Function  reducirt 
werden  kann. 

Dies  vorausgesetzt  seien  nun 

irgend  n  Paare  solcher  Functionen,  Uj  , . . .  -x^^  aber  lineare  Functionen  von 
X,  welche  an  n  verschiedenen,  im  Übrigen  willkürlich  anzunehmenden 
Stellen 

Cj  ,  .  . .  c^ 

unendlich  gross  werden;  dann  ist 

'''^    G       (x^ 

V  =  l        ^2VV     V' 

eine  eindeutige  Function  von  x,  für  welche 


wesentliche  singulare  Stellen  sind,  während  sie  in  der  Umgebung  jeder 
andern  Stelle  sich  wie  eine  rationale  Function  verhält. 

Zusammengesetztere  Ausdiiicke  solcher  Functionen  kann  man  bilden, 
indem  man  in  einer  beständig  convergii^enden  unendlichen  Reihe  von  der 
Form 

21     i  V         V  V 

'       ^l-'-2-    ■•■    'n      1        2  n 

(v,  =0  ...CX2.  v„  =  0...oo,  ...V  =0...cxd) 

oder  auch  in   dem  Quotienten  zweier  solcher  Eeihen  für  x^,  x^,  ...  a;„ 
beliebige  rationale  Functionen   der  Veränderlichen  x  substituii-t :    die  so 
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o^el)il(Iete  Function  von  .*•  lial  daiiii  keine  iindcicn  wcsnitliilicii  sinf.nil;n('n 
Htellcn  als  dicjcnifien .  an  denen  eine  der  (ii'i'tssen  ./ , /^^  nnenillicli  wii-d. 

Nun  ist  im  Voiheigelienden  «gezeigt  worden,  dass  man  von  einei- 
Fnnctiun  /'(./)  nur  zu  wissen  Lrauclit.  sie  sei  eine  eindeutige  Function 
ohne  eine  wesentliclie  singulare  Stelle,  um  siehe)'  zu  sein,  dass  sie  als 
(Quotient  zweier  ganzen  rationalen  Functionen  von  ./•  (von  denen  sich 
eine  auch  auf  eine  Constante  reduciren  kann)  daist  ellbar  ist;  mit  anderen 
Worten,  es  ist  nachgewiesen  worden,  dass  durch  die  heiden  ange- 
nonuuenen  Eigenschaften  der  Function  auch  die  Art  der  arithmetischen 
Abhängigkeit  ihres  AVerthes  von  dem  AN'erthe  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen bedingt  und  bestimmt  ist.  Dadurch  ist  die  Frage  nahe  gelegt, 
ob  für  die  eindeutigen  Functionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesent- 
licher singulärer  Stellen  etwas  Ähnliches  gelte  —  ob  es  möglich  sei. 
arithmetische,  aus  der  Veränderlichen  ./und  aus  unbestimmten 
Constanten  zusammengesetzte  Ausdriicke  zu  bilden,  welche 
sämmtliche  Functionen  einer  bestimmten  Klasse  —  und  nur 
diese  —  darstellen. 

In  der  vorliegenden  Ai'beit  findet  diese  Frage,  in  der  ein  den  Ele- 
menten der  Functionenlehre  angehöriges,  allgemeines  und  zugleich  wohl- 
begrenztes Problem  ausgesprochen  ist,  ihre  vollständige  Erledigung.  Das 
Resultat  ist  einfacher  als  die  Mannigfaltigkeit  der  Formen,  in  denen,  wie 
die  gegebenen  Beispiele  lehren,  Functionen  der  in  Rede  stehenden  Art 
auftreten  kfJnnen.  es  erwarten  liess. 

Unter  den  Functionen,  um  welche  es  sich  handelt  —  die  rationalen 
jetzt  eingeschlossen  —  sind  die  einfachsten  diejenigen,  für  welche  es 
im  ganzen  Gebiete  der  unabhängigen  Veränderlichen  nur  eine  (wesentliche 
oder  ausserwesentliche)  singulare  Stelle  giebt.  Liegt  diese  Stelle  im  Un- 
endlichen, so  kann,  wie  oben  bemerkt,  eine  solche  Function  stets  dar- 
gestellt werden  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

A^ -h  Ä^x-^  Ä.^x- 

in  der  a-  das  Argument  der  Function,  die  Coefficienten  .1^^.  .4j.  ,-1^ . . . . 
aber  von  r  unabhängige,  bestinnnte  Grössen  bedeuten;  so  wie  ander- 
seits jede  Reihe  von  dieser  Form,  wenn  sie  für  jeden  endlichen  AVerth 
von  X  convergirt,  der  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function  von  ./• 
mit  der  einen  singulären  Stelle  cxj  ist.  Eine  solche  Function  will 
ich  eine  ganze   eindeutige  Function  von  x  nennen   —   oder  auch  bloss. 
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WO  keine  Zweideutigkeit  dadurch  entsteht,  ganze  Function  — ;  man  hat 
also  zu  unterscheiden  zwischen  rationalen  ganzen  Functionen,  für  welche 
die  Stelle  c>o  eine  ausserwesentliche  singulare  ist  und  die  angegebene  Eeihe 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Grliedern  besteht,  und  tr an scen deuten 
ganzen  Functionen,  füi'  welche cx)  eine  wesentliche  singulare  Stelle  ist  und  die 
Reihe  unendlich  viele  Glieder  hat.  Als  Functionszeiche.n  für  eine  unbe- 
stimmte, in  der  in  Rede  stehenden  Form  ausgedrückt  gedachte  Function 
verwende  ich  auch  im  Folgenden  den  Buchstaben  G  und  unterscheide ,  wenn 
mehrere  solche  Functionen  zu  bezeichnen  sind,  die  einzelnen  durch  hinzu- 
gefügte Indices. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  die  Beantwortung  der  gestellten  Frage 
in  folgenden  Sätzen  enthalten. 

A.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function  von  x  mit  nur 
einer  (wesentlichen  oder  ausserwesentlichen)  singulären  Stelle  {c) 
ist 


O 


(^)' 


wo  der  obigen  Festsetzung  gemäss,  wenn  c  =  cxd, durch  x 

zu  ersetzen  ist.  Die  singulare  Stelle  ist  eine  wesentliche  oder 
ausserwesentliche,    jenachdem    G    eine    transcendente    oder    eine 

rationale  ganze  Function  von   ist. 

X  —  c 

B.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function  von  x  mit  n 
(wesentlichen oder  ausserwesentlichen)  singulären  Stellen  [(\  , . , .  r,,) 
kann  in  mannigfaltiger  Weise  aus  n  Fun("tionen  mit  je  einer 
singulären  Stelle  zusammengesetzt,  am  einfachsten  aber  in  den 
nachstehenden  Formen  aufgestellt  werden: 

wo  R*{a)  eine  rationale  Function  bedeutet,  welche  nur  an  den 
wesentlichen  singulären  Stellen  der  darzustellenden  Function  Null 
und  unendlich  gross  wii'd. 

C  Jede  eindeutige  Function  von  ./:,  welche  n  wesentliche  singu- 
lare Stellen  [c^.  . . . c^^    und    ausser    diesen    noch  -beliebig    viele 


Znr  Theorie  der  ein(leuti<;eii  aiialytiscliin   Fmutioiitn.  9 

(auch  imendlicli   viele)  ausserwesentliclie  liat,   kann  in  jcd»-,!-  dvr 
beiden  iiaclisl  eilenden  Foi-nien: 


1) 


2) 


n  /      1       \  ' 

2-1  ^«+v  ( ,737 ) 

v==l  V  v/ 

n  «v(,:,,) 

^1 r 1^ .  Ä*(x) 


ansoedrückt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  Zähler  und  Nenner 
für  keinen  Wertli  von  x  beide  vei'schwinden. 

Umgekelirt  stellt  jeder  dieser  Ausdrücke,  Avenn  die  Functionen 
(tj  ,  . .  .  G^^^    willkürlich    angenommen    werden,    eine    eindeutige 
Function    von  x  dar,    welche   im  Allgemeinen  n,   in   speciellen 
Fällen    auch    weniger    als  n  wesentliche    singulare  Stellen  hat, 
wähi-end  die  Anzahl  der   ausserwesentlichen  singulären   Stellen, 
an  denen  die  Function  unendlich  wird,  unbeschränkt  ist. 
Von  diesen  Sätzen  war  bisher  nur  der  unter  (A)  angeführte  bekannt, 
und  der  unter  (B,  1)  aufgestellte  aus  bekannten  Sätzen  leicht  abzuleiten. 
Die  übrigen  aufzutinden  war  nicht  schwer,  nachdem  einmal  die  Aufgabe, 
um   die  es  sich  handelt,    gehörig  präcisirt  war.     Um  sie  allgemein  be- 
weisen zu  können,  hatte  ich  jedoch,  wie  sich  alsbald  ergab,  zuvor  eine 
in  der  Theorie  der  transceudenten  ganzen  Functionen  bestehende,  sogleich 
anzugebende  Lücke  auszufüllen,  was  mir  erst  nach  manchen  vergeblichen 
Versuchen  vor  nicht  langer  Zeit  in  befriedigender  Weise  gelungen  ist. 

Für  jede  eindeutige  Function  /'(a-)  gilt,  dass  in  einem  Theile  des 
Gebiets  von  x,  der  weder  im  Innern  noch  an  der  Grenze  eine  wesent- 
liche singulare  Stelle  enthält,  Werthe,  für  die  f(x)  =  co,  und  ebenso 
Werthe,  für  die  f(x)  =-  0  ist,  stets  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind. 
Das  Erstere  eigiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  oben  (S.  3)  Bemerkten, 
und  das  Letztere  ebenfalls,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Function 


dieselben  wesentlichen  singulären  Stellen  hat  wie  f(x)  selbst. 
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Ist  insbesondere  f(,r)  eine  ganze  eindeutige  Function,  so  giebt  es 
also  unter  den  Wertlien  von  a-,  deren  absoluter  Betrag  eine  willkürlich 
angenommene  Gi'enze  nicht  übersteigt,  stets  nur  eine  endliche  Anzahl 
solcher,  für  die  /"(:/)  gleich  Null  ist.  Dies  gilt  auch  noch,  wenn  in 
Übereinstimmung  mit  dem  bei  ganzeu  rationalen  Functionen  Gebräuch- 
lichen festgesetzt  wird .  dass  bei  Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Zahl 
jeder  Werth .  für  welchen  ausser  der  Function  f(j)  selbst  auch  die  (|ji  —  1 ) 
ersten  Ableitungen  derselben  verschwinden,  die  [xte  abei'  nicht,  als  ein 
[A-mal  zu  zählender  betrachtet  werden  soll. 

Hieraus  folgt,    dass  es  stets  miiglich  ist,    aus   denjenigen  Wertlien 

von  X,   für  die  eine  bestimmte  eindeutige  ganze  Function   dieser  Grösse 

verschwindet,  eine  Reihe 

ff,,  a.,,  fA.,,... 

zu  bilden,  welche  jeden  Werth  so  oft  enthält,  als  er  nach  der  gemachten 
Festsetzung  zu  zählen  ist,  und  zugleich,  falls  die  Anzahl  ihrer  Glieder 
unendlich  gross  ist,  der  Bedingung 

Lim.  I  %  I  =  cxD 

genügt.      Die    so    gebildete   Reihe  {^a^,  a^,  a.^. . .  .'^  möge  die  Reihe  der 
„Null -Stellen"  der  betrettenden  Function  heissen. 
Dies  festgestellt,  ergeben  sich  nun  zwei  Fragen: 

1)  In  wie  weit  ist  eine  Function  G{:/')  durch  die  Reihe  ihrer  Null- 

Stellen  bestimmt? 

2)  Existirt,    wenn    eine    unendliche    Reihe    bestimmter    Grössen 

ftj ,  «2 j  «3 , . . . ,  die  der  Bedingung  Lim.  \a^\^cxD genügt,  gegeben 

ist,  stets  eine  Function  G{j),   für  welche  diese  Reihe  in  dem 
festgestellten  Sinne  die  Reihe  der  Null-Stellen  bildet? 
Die  erste  Frage  beantwortet  sich  leicht.     Es  giebt  unendlich  viele 

ganze  Functionen ,  welche  dieselben  Null -Stellen  haben  wie  eine  gegebene 

G(x);  sie  sind  sämmtlich  enthalten  in  dem  Ausdruck 

Ct{x)  e 

wo  unter  G(:r)  eine  willkürlich  anzunehmende  ganze  Function  zu  ver- 
stehen ist. 

Was  dagegen  die  zweite,  bis  jetzt  unerledigt  gebliebene  Frage  an- 
geht, so  werde  ich  im  folgenden  Paragraphen  nachweisen,  dass  dieselbe 
unbedingt  zu  bejahen  ist. 
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Mit  Hülfe  des  so  o-ewoiiiiciicn  fuiKlainciifalcii  Satzes  lassen  sich  djinn 
von  den  im  Vorstellenden  nntcr  (A.  IJ,  C)  anfovst eilten  TlnMo-enicn  zn- 
näelist  diejenigen  leiehl  beweisen,  welcli(>  anf  Knnclioncn  mit  einer 
wesentlichen  singnlären  Stelle  sich  beziehen. 

Sodann  wiid  der  naclistehende  lliiH'ssafz  eingeschaltet: 

Es  sei 

^^^        ^^X-r  x-r    ' 

WO  die  (r, /,)  Constanten  bedenten,  Avelche  lun'  der  Beschränknng  uiitei'- 
worfen  sind,  dass  von  den  Grössen  /.■,,.../,•,,  keine  gleich  Nnll,  und 
von  den  (i  rossen  q....c„  nicht  zwei  einander  gleich  sein  sollen.  Ferner 
seieiuP^O/),  F^Qj).  .  .  .  F.^^/j/)  eindeutige  Functionen  der  Veränderlichen 
//  mit  der  einen  wesentlichen  singnläien  Stelle  j.  Alsdann  stellt  iiiiht 
luu'  der  Ausdruck 

wo  c  eine  beliebige  der  Grössen  c, , .  , .  c„  bedeutet,  wenn  man  in  demselben 

?/  =  cp(.r) 

setzt,  stets  eine  eindeutige  Function  mit  den  wesentlichen  singulären 
Stellen  Cj,...c„  dar,    sondern   es   lassen   sich   auch  für  jede  gegebene 

Function /'(./•)  dieser  Art  die  P'unctionen -F^/yy) i^^,   j(//)  so  bestimmen. 

dass 

/"(^)=i]^vf9W)-(^y 

ist.  Dabei  werden  F^dj) ....  i^„_j(?/)  sänmitlich  ganze  Functionen  von  //. 
wenn  die  Function  f{a)  keine  ausserwesentliche  singulare  Stelle  hat. 

Dieser  Satz  dient  zur  Begründung  des  unter  (B.  1)  gegebenen  Aus- 
drucks einer  Function  mit  n  (wesentlichen  oder  ausserwesentlichen)  sin- 
gulären Stellen. 

Eine  solche  Function  kann  so  beschaffen  sein,  dass  sie  an  keiner 
Stelle,  welche  von  den  Stellen  (\. .  .  .  r^,  verschieden  ist.  verschwindet;  in 
diesem  Falle  ergiebt  sich  für  sie  der  Ausdruck 

1 


i^n«)!!'^ 


^^L^J 
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Ist  nun  /(;/•)  eine  beliebige  eindeutige  Function  mit  den  n  wesent- 
lichen singulären  Stellen  <\, .. .  <■„.,  so  hat  man  das  Gebiet  der  Veränder- 
lichen x  in  n  Tlieile  dergestalt  zu  zerlegen,  dass  im  Innern  eines  jeden 
Theiles  eine  der  genannten  Stellen  liegt,  und  dass  zugleich  die  Function 
f(a)  an  der  Grenze  zwischen  je  zwei  Theilen  überall  einen  endlichen  und 
von  Null  verschiedenen  Werth  hat ;  dies  kann  auf  unendlich  viele  Arten 
geschehen.  Dann  giebt  es,  wenn  mit  r  irgend  eine  der  Stellen  c^,..  .c^ 
und  mit  C  der  zugehörige  Theil  bezeichnet  wird,  unter  den  zu  C  ge- 
hörenden Werthen  von  t,  für  welche 

\  X—  c  \  >  p 

ist,  wo  p  eine  beliebig  klein  anzunehmende  positive  Grösse  bedeutet,  nur 
eine  endliche  Anzahl  solcher,  für  die  /'(a;)  verschwindi^t ;  dasselbe  gilt  auch 
noch,  wenn  auch  jetzt  festgesetzt  wird,  dass  bei  dei-  Zählung  dieser  Werthe 
so  verfahren  werde,  wie  vorhin  für  eine  ganze  Function  angegeben  worden 
ist.  Es  kann  demnach,  wenn  es  iiberhaupt  in  C  AVerthe  giebt.  für  die 
/•(a)  =  0  ist,  aus  der  Gesammtheit  derselben  eine  Reihe 

«1  ,  «2  '  f':? '  •  •  • 

in  der  Art  gebildet  werden,  dass  in  derselben  jeder  einzelne  Werth  so  oft 
vorkommt,  als  er  der  Festsetzung  gemäss  zu  zählen  ist.  und  ziigleicli. 
falls  die  Reihe  nicht  abbricht, 

Lim.  I  a^^  —  c  |  =  0 

ist.     Dann  ist  die  Reihe 

1  1  1 


SO  beschatten,  dass  eine  Function  G(x')  existirt,  für  welche  sie  die  Reihe 
der  Null -Stellen  bildet:  und  wenn  man  in  dieser  a;' = setzt,  so  ist 


X  —  c 


G 


\x  —  cj 


eine  Function  von  x,  welche  nur  die  eine  wesentliche  singulare  Stelle  c 
hat  und  zu  der  Function  /"(./;)  in  der  Beziehung  steht,  dass  die  vollstän- 
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dige  Reihe  ihrer  Null-Stellen  identisch  ist  mit  der  Reihe  de)-  dt-ni  be- 
traehteten  Theile  (' angeh()renden  Null-Stellen  von  /(;/).  (Sind  Weitlif  v«iii 
.(•,  für  die  f{x)  verschwindet,  in  C  nicht  vorhanden,  so  ist  die  (h'finiite 
Function  G   in   den  folgenden  Formeln   durch   die   Zahl   1    zu   ersetzen.) 

Ebenso  giebt  es ,  da  die  Function  ,     .    dieselben   wesentlichen  singulären 

Stellen  wie  /'(a)  hat,  eine  Function  G' (  ],  welche  zu  /.,      in  derselben 

'^  ^  U-rJ'  fix) 

Beziehung  steht  AVie  G(  — \  zu  f{:r). 

Bezeichnet  man  nun  diese  beiden  Functionen  für  die  Stelle  r,^  mit 


und  setzt 


f(x)  -  TT  ■.' ^^i-i::'-'  l .  /'.(a) 


so  ist  f\{x)  eine  Function,  welche  an  allen  Stellen  des  Gebiets 
von  c,  mit  Ausnahme  der  Stellen  Cj , . . .  c^^ ,  einen  endlichen  und 
von  Null  verschiedenen  AVerth  hat. 

Drückt  man  sodann  diese  Function  f^{x)  in  der  vorhin  angegebeneu 
Weise  aus,  so  ergeben  sich  die  unter  (B,  2)  und  (C,  2)  aufgestellten 
Formen  von  f(x).  Aus  der  letztern  erhält  man  dann  schliesslich  mit 
Hülfe  des  Theorems  (B,  1)  den  unter  (C,  1)  gegebenen  Ausdruck  derselben 
Function. 

Die  im  Vorstehenden  zusammengestellten  Ausdrücke  einer  eindeutigen 
Function  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen 
können  nun  noch  weiter  entwickelt  werden,  so  dass  die  arithmetische 
Abhängigkeit  des  Werthes  der  Function  von  dem  Wertlie  ihres  Arguments 
unmittelbar  in  Evidenz  tritt.     In  den  Formeln  (B,  1)  und  (C.  1)  ist  es 

für  diesen  Zweck   am  angemessensten,  jede  Function   Gl  )    in   der 

Form  einer  Potenzreihe  von  darzustellen.     Es  lässt  sich  aber,  wie 

X  —  (■ 

in  §  2  nachgewiesen  wird,  jede  Function  G{x)  auch  darstellen  als  Product 
unendlich  vieler  Factoren,  welche  ebenso  wie  die  Potenzen  von  x  bestimmt 
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cliarakterisirte   Functionen    sind;    diese   Ausdrucksform    der    Functionen 

Gl )   wird  man  am  zweckmässigsten  zur  weitem  Entwicklung  der 

\x  -  cj 

Formeln  (B,  2)  und  (C,  2)  verwenden. 
Ist 

die  Reihe  der  Null-Stellen  einer  ganzen  rationalen  Function  G(of-),  und  .^^ 
irgend  ein  in  dieser  Reihe  nicht  enthaltener  Werth,  so  hat  man 

G(x) 


^{oc)  _  -TT  /x~  ein \ 


Man  hat  schon  früh  versucht,  diesen  Satz  auf  transcendente  ganze  Func- 
tionen auszudehnen,  wobei  sich  jedoch  erhebliche  Schwierigkeiten  darboten. 
Man  erkannte,  dass  es  im  Allgemeinen  nöthig  sei,  dem  Ausdruck  rechts 
noch  einen  Factor  von  der  Form 

hinzuzufügen  (Cauchy ,  Exercices  de  Mathemati<iues,  111.);  aber  dies  reicht, 
wenn  von  dem  Falle,  wo  Xull-Stellen  der  Function  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorhanden  sind,  abgesehen  wird,  nur  aus,  wenn  die  Reihe 


oo 


a,,  —  X 


und  mit  ihr  das  Product 


n(S) 

11=1  \'^o      ^hiy 


convergirt,  was  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Bei  manchen  Functionen  gelingt  es  zwar,  durch  Festsetzung  einer 
bestimmten  Aufeinanderfolge  der  Factoren,  oder  überhaupt  durch  Vor- 
schrift einer  bestimmten  Ausführungsweise  der  unendlich  vielen  Multipli- 
cationen  das  Product  zu  einem  bedingt  convergenten  zu  machen:  im 
Allgemeinen  indess  ist  auch  dies  nicht  möglich,  wie  unter  andern  das 
Beispiel  der  Function 
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/i'i|i,t,  l)('i  welrlier  das  in  Jvcdu  stellende,  aus  den    Kaclidvii 

1-hor,     1  +  |,      1-f    3--- 

ZU  liildendc  J^roduct  unter  allen  Umständen  divergijt. 

Aber  eben  diese  Function  weist  auf  den  AVeg  hin,  dei-  zum  Ziele 
tübrl.  Nach  der  von  Gauss  gegebenen  Definition  ist  der  Ausdiiiük  der- 
selben das  beständig  convergirende  unendliche  Product 


oder 


ni(,.£).--'-.(¥)|, 


d.  li.  die  Function  ist  darstellbar  als  Product  unendlich  vieler  Factoren, 
welche  zwar  nicht  ganze  lineare  Functionen  von  x ,  aber  doch  gleich 
diesen  eindeutige  Functionen  mit  nur  Einer  singulären  Stelle  (cxd) 
und  auch  nur  Einer  Xull-Stelle  sind. 

"\^)n  dieser  Bemerkung  ausgehend  legte  ich  mh-  die  Frage  vor,  ob 
sich  nicht  jede  Function  G(x)  aus  Factoren  von  der  Form 

möge  zusammensetzen  lassen,  und  gelangte,  indem  ich  diesen  Gedanken 
verfolgte,  schliesslich  zu  einem  Ergebnisse,  durch  welches  die  Theorie  der 
eindeutigen  Functionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer 
Stellen  einen  befriedigenden  Abschluss  erhält. 

Ich  nenne  „Primfunction"  von  x  jede  eindeutige  Function  dieser 
Grösse,  welche  nui'  Eine  (wesentliche  oder  ausserwesentliche)  singulare 
Stelle  und  entweder  nur  Eine  oder  gar  keine  KuU- Stelle  hat.  Der 
allgemeinste  Ausdruck  einer  solchen  Function  ist,  wenn  die  singulare 
Stelle  mit  c  bezeichnet  wii'd. 


(.7^.-0 


^(— ) 


wo  /.-.  /  Constanten  bedeuten,   und  zu  beachten  ist.  dass  /,•  auch  gleich 

Null   und  Gi )  eine  Constante  sein  kann.    Es  erweist  sich  aber  für 

\x  —  c/ 
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den  in's  Auge  gefassten  Zweck  als  ausreichend  und  zweckmässig,  aus- 
schliesslich solche  Primfunctionen  einzuführen,   bei  denen  oi ;)  eine 

rationale  ganze  Function  von ist;  dies  soll  also  im  Folgenden  überall, 

^  X—  c 

wo  von  Primfunctionen  die  Rede  ist,  stillschweigend  angenommen  werden. 

Dies  festgestellt,  ergiebt  sich  zunächst,  dass  jede  eindeutige  Function 
fix)  mit  Einer  (wesentlichen  oder  ausserwesentlichen)  singulären  Stelle 
entweder  selbst  eine  Primfunction  ist  oder  ein  Product  von 
Primfunctionen  mit  derselben  singulären  Stelle;  und  lassen  dann 
die  unter  (B ,  2)  und  (C ,  2)  angegebenen  Ausdrücke  unmittelbar  erkennen, 
dass  und  wie  eine  beliebige  Function  der  hier  betrachteten  Art  aus 
Primfunctionen  durch  Multiplication  und  Division  zusammen- 
gesetzt werden  kann. 

Ich  lasse  dieser  Analyse  des  wesentlichen  Inhalts  meiner  Arbeit 
und  der  Darlegung  der  leitenden  Gesichtspunkte  nunmehr  die  erforderlichen 
Entwickelungen  in  mehr  synthetischer  Form  folgen,  wobei  ich  bemerke, 
dass  ich  bei  denselben  mit  Vorbedacht  nur  einige  elementare  Sätze  der 
Reihen-Theorie  und  die  Eigenschaften  der  Expouentialfunction  als  bekannt 
voraussetze. 


2.     Zur  Theorie  der  ganzen  eindeutigen   Functionen 
Einer  Veränderlichen. 

Ist  eine  unendliche  Reihe  gegebener  Grössen 

von  denen  keine  den  Werth  Null  hat,  so  beschaffen,  dass 

Lim.  I  aj  =oo, 

SO  kann  man  derselben  auf  mannigfaltige  Weise  eine  Reihe  ganzer  Zahlen 

mj ,  m.^ ,  m.^  , . . .  , 

von  denen  jede  >  0  ist,  so  zuordnen,  dass  die  Summe 

m 


2  ^(-) 


für  jeden  Werth  der  Veränderlichen  x  einen  endlichen  Werth  hat. 
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Man  braucht  zu  dem  Ende   nur  iriiciid   eine  iiiiciidliclic    Ivcilic  posi- 
tiver Grössen 

^»    ^V    h^    ^:l'  •  •  •  » 

SO  anzunehmen,  dass  e  ^  1  ist  und  (biss 


2  ^v 


einen  endliclien  Werth  hat,   und  dann  die  Zahh'n  )n^.  ut.,,  lu.^,  ...  so  zu 
bestinnnen ,  dass  (fiü-  v  =-  1 ,  2 ,  3 , . . .  cxo) 


wird. 

Setzt  man  hierauf 


so  ist  F{a.)  eine  fllr  jeden  endlichen  Wertli  von  x  definirte  eindeutige 
Function  von  der  Beschatfenheit ,  dass  sich  F(a-  /.),  wenn  a  irgend  ein 
bestimmter  Werth  von  x  ist,  bei  hinlänglich  kleinem  Werthe  der  Veränder- 
lichen k  in  der  Form 

darstellen  lässt,  wo  m  eine  ganze  (nicht  negative)  Zahl  ist,  welche  an- 
giebt,  wie  oft  der  Werth  a  in  der  Reihe  «,,  a.^,  a^, . . .  vorkommt.  Nach 
einem  früher  (Crelle's  Journal,  Bd.  52,  S.  333)  von  mir  bewieseneu 
Satze  existirt  also  eine  Function  G(x),  welche  der  Gleichung 

dO(xl  _  ^^^^    ^^^.^ 
genügt  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  für  sie  die  Reihe 

in  dem  oben  angegebenen  Sinne  die  Reihe  der  Null -Stellen  bildet. 

Dies  lässt  sich   aber   noch   einfacher   als    a.  a.  0.   folgendermassen 

beweisen. 

2 
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Für  diejenigen  AYerthe  von  r,   deren  absoluter  Betrag  kleiner   als 
Eins  ist.  hat  man 


1 

l  —  x 


7       OO         r-i-1 


r=ü 


woraus 


,._,^  "  dx  ,4i.  r  +  1  ' 


\  —  X  ^  e 


r=o 


folgt.     Man  setze  nun 


E{x ,  0)  =  \  —  X  , 
E{x,l)={l-x)e', 
£■(«•,  2)  =(l-a:)/^-^', 

2(t) 

£"(»•,  »/)  =  (1  —  o)e  , 

so  ist,  iiiitcr  dnr  Bedingung,  dass  |  x' |  <1, 

Fasst  man  nun  die  Gesammtheit  der  Grössen  ins  Auge,  Avelche  aus  der 
Formel 


1 

r  -r  nu. 


r  -+-  nuj 


dadurch  hervorgehen,  dass  man  >•  =  1,  2,  . .  .cxd;  v  =  n,  ?i  -r  1,  . .  .co 
setzt,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  Summe  dieser  Grössen  einen  endlichen 
AVerth  hat,  wenn  der  Veränderlichen  x  nur  solche  AVerthe  gegeben  wer- 
den, die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  jede  der  Grössen 


O'nj   ^^«4-1  ' 


denn  dann  ist  sie  kleiner  als 


OO             OO 

r+m 

cx; 

SS 

X 
n 

^s  — 

l 

X 

v=»   r=l 

v=>i  j^ 

a,, 

l"v  +  l 
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also,  wenn  man  mit  /,•  den  kleinsten  der  WCiliie 


1 


-I 


1  - 


"n+i 


bezeichnet,  kleiner  als  das  Product  aus 


und  der  Summe 


welche  der  Voraussetzung  nach  einen  endlichen  Werth  hat.     Daraus  folgt, 
dass  die  Doppelsunime 


oo         oo 


^  ^  r  —  m   \a  ) 


r-h))h^ 


für  die  angegebenen  Werthe  von  x  nicht  nui-  unbedingt  convergirt,  son- 
dern auch  dadurch,  dass  man  alle  Glieder,  welche  dieselbe  Potenz  von  x 
enthalten,  in  eine  Potenzreihe 

^{x,  n) 

verwandelt  werden  kann. 

Ximmt  man   nun  zunächst  x   dem   absoluten  Betrage   nach  kleiner 
als  jede  der  Grössen  «j,  «., ,  ...  an,  so  convergiren  sämmtliche  Reihen 


und  man  hat 


Sß{x,l),n^:,2),..., 


v  =  i  r=i  ^  \"v/ 


woraus  sich 


.-^<---n^(£,„.) 


-^^.7-.    »  -(-  li 


ergiebt. 

Es  lässt  sich  aber  jede  der  Functionen 


E 
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in  eine,  ['\w  jeden  eiidliclien  Werlli  von  ,/■  ('oiiver<;ireii(le  Jieilie  von  iU'V 
Keim 

l-\  A^  X  4-^2  x'M-  ••• 

entwickeln,  und 

^-'^-^•'■,  »  I  i> 

in  eine.  KeiliB  von  derselben   h'oiin 

1    I   /i,  ./•    1   B,  irrH    •  •  •  , 

welclie  jedenfalls  conver{?irt,  wenn  x  dem  absoluten  Betraf>:e  nach  kleiner 

als  jede  der  (liitssen  a^^ , ,,  a^^ , ,_, ist.    Ninnnt  man  daher  eine  i)ositive 

Grösse  //  beliebiti:.  )/  abei'  so  an,  dass 

j  a^  I     //  ist,  wenn  v      n  , 

so  seht  aus  der   Kiit wickehmj^  des  Troducts 

(1 + ä;"x + ä:'x'  -f-  ■  ■)  n  (1  -i  at^  I  ^c^  -i  ■  • ) 

V=:l 

eine  Keilie 

1  -;    A^  X  -i~  Ajj  X'  -h  •  •  • 

hervor,  welelie  sichei'  für  diejenigen  AVer! he  von  x,  deren  absoluter  Be- 
trag nicht  grösser  als  //  ist,  convergirt.  Die  Coeftieienten  dieser  lleilie 
sind  aber,  da  der  vorst(>henden  (lleichnng  gemäss  für  hinlänglich  kleine 
Werthe  von  x 

l  +  A^x-\^A.,x'  +  ---      .r^^^''^''^ 

ist,  unabhängig  von  der  willkiirlich  anzunehmenden  Grösse  r/;  es  folgt 
also  aus  (U'in  Bewiesenen,  dass  die  Reihe  für  jeden  endlichen  Werth 
von  .r  convergirt  und  somit  eine  ganze  eindeutige  Function 
a{.>)  darstellt. 

J)iese  Function  verschwindet  nun  für  einen  bestinnnten  Werth  a 
von  X  nur  in  dem  Falle,  wo  a  in  der  Reihe  a^^  ((.,,  . .  .  enthalten  ist,  wie 
aus  der  Gleichung 


Zur  Tliioiir  dir  riinlciil  ii^rn   ;ni;il_vt  isclnn    l'"imi  tidinii.  li  1 

uliiic  Wt'ilci'i's  t'i'licllt .  wcmi  iii.iii  ii  so  j^-i'oss  iuiniiiiiiil .  dass  n  innn  Ii:i|li 
des  Convergeiizbezirks  der  K'cilir 

^|.^(.'\  „     :     l) 

lieg-t,  und  beaclitet,  dass  die  Kxijoiieiitiiiiriiiictioii  ITir  krincn  nidliclirn 
AVertli  ilircs  Ai'f^mnents  vei'scliwiiidcl.  Man  sidil  alicr  aiidi.  dass.  wnin 
((  in  dci'  Reihe  a^,  a.y,  .  .  .  n-mal  vorkonniit. 

G{.r)  auf  die  Form  (./•      ^0 ''/'•') 

in  (Wv  Ai'l  ovbi-aclil  weiden  kaiui.  dass  /'(,;)  ITir  ./■  a  cinrn  von  Null 
verscliicdcncn  endlichen  Weiih  hat.     Die  gegebene  Reihe 


ffj.  ((,_,,  II. 


ist  also  die  Reihe  der  Null -Stellen  für  die  Function  (l(.r).  welche  nach 
dem  Vorstehenden  dadni'ch  hei-gestellt  weiden  kann,  dass  zunächst  die 
►Summe 


in  welcher  die  Zahlen  iii,,  die  olieii  angegebene  Bedeutung  haben,  aiil   die 
Konii  S\^{.i\,  1)  gebracht,  und  dann 

nach  Potenzen  von  r  entwickelt  wird. 

Multiidicirt  man  G{x)  noch  mit  .7^,  wo  X  eine  ganze  positive  Zahl 
bedeutet,  so  erhält  man  eine  Function,  t'iii'  wehdie  die  Reihe  der  Xiill- 
Stelleii  ausser  den  Grössen  ((^,  a.,,  ii.^,  .  .  .  no(di  Ä(ilieder.  die  jileicli  Null 
sind,  eiilhält. 

Ks  ist  also  stets  nii»glich ,  eine  ganze  eindeutige  Function  ^'(.^)  mit 
voigeschrielteiien   Null -Stellen 

a,,  (I.,.  11.,.  .  .  . 
zu  bilden,  wofern  nur  die  nothwendige  Bedingung 

Lim.  ,  (f„  I     -  -' . 
erfüllt  ist. 
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Es  giebt  aber  nicht  bloss  eine  solche  Function,  sondern  unendlich 
viele. 

Setzt  man  nämlich 

so  hat  offenbar  die  Function  G^{x)  dieselben  Null -Stellen  wie  0{x),  wie 
auch  die  Function  0(x)  angenommen  werden  möge.  Umgekeln^t  ist,  wenn 
zwei  Functionen  G(x),  G^{üi')  dieselben  Null -Stellen  haben,  der  Quotient 

GM 
G{x)  ' 

der  mit  G^{x)  bezeichnet  werde,  eine  Function,  die  für  jeden  endlichen 
Werth  von  x  einen  ^on  Null  verschiedenen  endlichen  AVerth  hat.  Es 
lässt  sich  deshalb 

1       dGojx) 
G^{x)       clx 

in  eine  beständig  convergii^ende  Reihe 

C^  +  C\x+C^x'~  +  -..    ■ 

entAvickelii.  und  man  erhält,  wenn  man 

G(x)  -=  q,  +  Cj  X  +  |-  C,  x^  +  |-  Cg  a.-3  +  •  •  . 
setzt,  und  die  Constante  C^,  so  annimmt,  dass 


ist. 


6^,(0)^ 

^e'^» 

1       dG,{x) 
G,^{x)       dx 

dGix) 
dx     ' 

G,{x) ' 

=  /(^\ 

Gix)e^^''^ 

Die  Formel 


giebt  also  alle  ganzen  eindeutigen  Functionen  von  x.  welche  dieselben 
Null -Stellen  wie  G{x)  haben. 


Jjiir  Theorie  der  ciiKlriiti^cn  iiiialytisilii'n    Kiinctiuiicii.  2.'i 

Jetzt  bedeute  0(:i)  irgend  eine  o-co-clx.nc.  ganze    Kiinclion    von   ./•, 
so  k(»niieii  drei   Fälle  eintreten: 

1)  sie  hat  keine  Null-Stellen  —  dann  ist  sie  eine  Function  wie  di-' 

eben  mit  Go{x)  bezeichnete,  und  kann  in  der  Foim 

e 
ausgediiudct   werden; 

2)  sie  hat  Null-Stellen  in  endlicher  Anzahl         dann   ist   sie  in  drr 

Form 

darstellbar,  wo  GJ^j^  eine  rationale  ganze  Function  bedeutet; 

3)  sie  hat  unendlich  viele  Null-Stellen  —   in   diesem   Falle   kann 

sie  auf  die  Form 

gebracht  wei'den.  wo  \  Null  oder  eine  ganze  positive  Zahl. 
(r^(a)  aber  in  der  beschriebenen  Weise  aus  den  von  Null  ver- 
schiedenen Null-Stellen  (rt^,  r/,,,  a.^ ,  . . .)  der  Function,  einer  Reihe 
ganzer  Zahlen  (w^j,  li/.,,  m.^.  . . .)  und  der  Vei'änderlichen  :r  zu- 
sammenzusetzen ist. 
Dieser  Function  Q^i^x-)  kann  man  nun  nach  dem  Vorstehtiidm  fiir 
einen  bestiunnten  Wertli  von  x  die  Gestalt 


-^H-r,"+i) 


geben,  wenn  man  ii  so  gross  annimmt,  dass  :/■  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  ist  als  jede  der  Grössen  '^^„^.j,  o,,, ......  Aus  dem  oben  be- 
stimmten Ausdruck  der  Grenze,  unterhalb  welcher  der  absolute  Betrag 
von 

stets  liegt,  ergiebt  sich  aber 

Lim.  %{:x,  i>   ■   1)0, 

JJ=CX3 

indem 

"^  1      /.'/X'"-/! 


Lim.  Vi  1  C'-'Y 
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ist.  wenn  die  Zahlen  n\,  wie  angenommen  worden,  so  bestimmt  sind,  dass 


I    1     /iCNWvl 


2if(f)' 

einen  endlichen  Werth  hat.     Folglich  ist  —  für  jeden  AVerth  von  x  — 

v=i         ^"v  / 

Der  Function  G{x)  kann  man  ferner  in  mannigfaltiger  Weise  die  Gestalt 

oo 


v=l 


geben,  in  der  Art,   dass  die  (j^{a^^  sämmtlich   rationale,  für  a;  =  0  ver- 
schwindende ganze  Functionen  werden.     Setzt  man  dann 

}»v  r 

so  ergiebt  sich 

wo  C  eine  Constante  bedeutet.     Da  man  nun  auch  im  Falle  (1) 

und  im  Falle  (2),  wenn  «j,  a.„  . . .  a,,„  die  von  Null  verschiedenen  Null- 
Stellen  der  Function  OJx)  sind, 


hat,  so  ist  hiermit  der  Satz  begründet: 

Jede  ganze  eindeutige  Function  von  x  kann  dargestellt 
werden  in  der  Gestalt  eines  Products,  dessen  Factoren 
sämmtlich  Primfunctionen  von  der  Form 

(kx  +  l^e^^-"'^ 
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sind,  wo  i/{.i)  eine  rat  hMialc,  liir  ,/  o  vcrscli  windende 
g-anze  Function  ist  und/../  Constanten  bedeuten.  (I)aliei  ist 
zu  beachten,  dass  (/(x)  und  ebenso  eine  der  (iiüssen  /.-,  /  aucli  den 
Werth  Null  haben  kann,  also  auch  eine  Constante  als  Piinifunction 
zu  betrachten  ist.) 
Hierzu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 

Das  Product.  durch  welches  G{x)  dargestellt  wird,  convergijt  — 
wenn  es  aus  unendlich  vielen  Factoren  besteht  —  unbedingt  und  zu- 
gleich für  alle  Werthe  von  a;  deren  absoluter  Betrag  eine  willkiirlicli 
anzunelimende  Grenze  nicht  übersteigt,  gleichniässig,  vorausgesetzt, 
dass  bei  der  angegebenen  Zerlegung  der  Function  6' (./•)  so  vorfaliren  wii-d. 
dass  die  Reihe 


2,^v(x) 


unbedingt  und  für  die  in  Rede  stehenden  Werthe  von  r  gleichmässig  con- 
vergirt;  was  unter  allen  Umständen  m()glich  ist.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  braucht  man  nur  nachzuweisen,  dass  das  Pioduct 


v  =  i        ^"v  / 


die  angegebene  Beschaffenheit  besitzt,  was  der  Fall  ist.  wenn  die  folgende 
Bedingung  erfüllt  ist:  Nach  Annahme  zweier  positiven  Gritssen  c.  o.  von 
denen  die  erste  beliebig  gross,  die  andere  beliebig  klein  sein  kann,  muss 
es  möglich  sein ,  eine  Zahl  'n  so  zu  bestimmen ,  dass  das  Product  aus  be- 
liebig vielen  derjenigen  Functionen 


E 


(^ '"■')• 


in  denen  v  •  ji .  für  jeden  AVeitli  von  .r,  dessen  absoluter  Betj-ag  kleiner 
als  £  ist.  von  der  Einheit  um  eine  Grösse  abweicht,  die  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  als  o  ist.  Dies  ist  aber  in  der  That  miiglich. 
Nhnmt  man  nämlich  ii  so  gross  an.  dass  j  </,/  S  ist,  sobald  v  ^  )t, 
so  hat  man  für  jeden  AVerth  von  v.  der  grösser  als  )) .  und  jeden  Werth 
von  j\  dessen  absoluter  Betrag  nicht  gi-össer  als  l  ist. 


1  r  \'"+"'v 


E  l  ^^ ,  HK  \  =  e 
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und  es  ist  daher,  wenn  man  von  diesen  Functionen  e( — ?  ^''v )  beliebig 
viele  auswählt  und  das  Pioduct  derselben  gleich  ^ 

e 
setzt,  I  f(x)  I  stets  kleiner  als 


s  s 


Q 


von  welcher  Grösse  gezeigt  Avorden  ist,  dass  sie  für  einen  unendlich 
gi^ossen  "Werth  von  oi  unendlich  klein  wird ;  woraus  sich  das  Behauptete 
sofort  ergiebt. 

Es  ist  ferner  zu  beachten,  dass  die  in  den  Primfactoi-en  der  Function 
G{x)  vorkommenden  Exponentialgrössen  nicht  vollständig  bestimmt  sind. 
Nimmt  man  nämlich  eine  Reihe  rationaler  ganzer  Func^tionen  (j[Q/)  so 
an,  dass  für  jeden  Werth  von  x 


Zf/M 


-  0 


ist  —  was  auf  unendlich  viele  Alten  geschehen  kann  so  ändert  der 
Ausdruck  von  G(x)  seinen  Werth  nicht,  wenn  man  in  jedem  seiner- 
Factoren 

setzt.  Umgekehrt  erhellt,  dass  man  auf  diese  AVeise  alle  möglichen  Dar- 
stellungen von  G^(a)  in  dei-  Form  eines  aus  Primfunctionen  gebildeten 
Products  erhält. 

Endlich  möge  nocli  bemerkt  ^^•erden.  dass  in  dem  häufig  vork(jmmenden 
Falle,  wo  für  eine  bestimmte  ganze  und  positive  Zahl  |ji 


v=l 


li 


einen  endlichen  Werth  hat,  die  in  den  Functionen  E(-^  ,  m^\  vorkommenden 
Zahlen  »n^jW,,...  alle  gleich  ([i-— 1)  gesetzt  werden  können.*) 


*)  Die  in  diesem  und  dem  fulgeuden  §  enthaltenen  Sätze  habe  ich  bereits  im  Herbst 
1874  in  meinen  Universitäts -Vorlesungen  ausführlich  vorgetragen. 
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3.      KindciitiiAe  Fuiirtioncii   von  r  mit    Kincr   wc-ciit  lidicii 

singuläien   Stelle. 

Ist  f(x)  eine  eindeutige  Function  von  x  mit  der  einen  wesentlichen 
singulären  Stelle  cxd,  so  lässt  sich  in  dem  Falle,  wo  sie  juisserdem  beliehi^ 
viele  (auch  unendlich  viele)  ausserwesentliche  singulare  Stellen  hat,  eine 
Function  (/.-.(ü)  herstellen,  für  welche  die  Reihe  der  xSull-Stellen  identisch 
ist  mit  der  Reihe  der  Null-Stellen  der  Function 

1 

Dann  ist  G.^{x).f{x)  ebenfalls  eine  ganze  Function  von  ./■.  und  man  hat. 
wenn  diese  mit  G^{x)  bezeichnet  wird, 

G.^ix) 

Zugleich  sind  diese  Functionen  (r^ (rr) ,  (r^Cic)  so  beschalfpu,  dass  sie  für  den- 
selben Werth  von  x  nicht  beide  verschwinden.  Und  umgekehrt,  wenn 
man  zwei  ganze  Functionen  von  dieser  Beschalfenheit  willkürlich  an- 
ninnut,  und  wenigsten.s  eine  von  ihnen  transcendent  ist.  so  stellt  der 
Quotient 

eine  eindeutige  Function  von  ./  mit  dei-  einen  wesentlichen  singnlären 
Stelle  cxD  dar. 

Ist  ferner  /"(./■)  eine  eindeutige  Function  mit  einer  (wesentlichen 
oder  ausserwesentlichen)  singulären  Stelle  c  so  verwandelt  sich,  wenn 
man 

1 


37' 


X 


setzt,  f{x)   in  eine  Function  von  ./'   mit   der  einen  singulären  Stelle 
woraus  sich 


/■w  =  «(.-^) 


28  Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytiselien  Functionen. 

ergiebt.   Dabei  ist  O  eine  transcenclente  oder  rationale  Function ,  jenaclidem 
die  singulare  Stelle  c  eine  wesentliche  oder  ausserwesentliclie  ist. 

Ebenso  ergiebt  sich  als  allgemeiner  Ausdruck  einer  eindeutigen 
Function  von  ;/-,  welche  ausser  einer  wesentlichen  singulären  Stelle  c 
beliebig  viele  ausserwesentliclie  hat.  der  Quotient 


G 


wo  die   Functionen  G^,  Tt.,  nicht   beide  für  einen   und    denselben  Werth 
von  X  verschwinden,    und    wenigstens   eine  von   ihnen  transcendent    ist. 


4.     Ein   Hülfssatz. 

Ist  F{jj)  eine  eindeutige  Function,  welche  nur  die  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  og  hat,  und  ^(j;)  eine  rationale  Function  nten  Grades, 
welche  an  n  verschiedenen  Stellen  (c^ , . . .  c^^)  gleich  cxd  wird ,  so  verwandelt 
sich  F(y),  wenn  man  y  -=  cp(.7)  setzt,  in  eine  eindeutige  Function  von 
X  mit  den  n  wesentlichen  singulären  Stellen  (r^  , . . .  c  ).  Man  überzeugt 
sich  indessen  leicht,  dass  man  auf  diese  Weise  nur  besondere  Functionen 
dieser  Art  erhält.  Wohl  aber  ist  es  möglich ,  wie  bereits  in  §  1  angegeben 
worden  und  jetzt  bewiesen  werden  soll,  jede  eindeutige  Function  f(x), 
deren  wesentliche  singulare  Stellen  ((\  ....  r^,)  sind,  in  der  Form 

•   1    ^v 


v=ü  ^•'        '  ^ 


darzustellen ,  wo  <■  ii-gend  eine  der  Grössen  (■ c   bedeutet. 

1  TS  \  n 

Ich  will   zuerst   annehmen,   dass   eine   der  wesentlichen   singulären 
Stellen  von  f{x),  z.  B.  c^,  den  AVerth  co  habe,  so  dass 


'f(^')^-^-o  +  ^'i-^  + 


K       ,  ,        ^^n 


n 


ist,  wo  von  den  Constanten  /.-,  ....Ä;^  keine  den  AVerth  Null  hat.    Nimmt 
man  dann  zwischen  x  und  einer  andern  Veränderlichen  y  die  Gleichung 

cp(a;)  =  y 


Zur  Tli('<irir  diT  cuidi'iitiL;-»'!!  aiial.vrisclu'u    Knnrtiuiit'ii.  2!> 

an.  so  ^•('liiiivii  zu  Ji'dfiii  ciKlIiclicii  Wotlic  \nii  //  im   all^ciin'iiicii  ;/  cIm-ii- 

falls  cndlirlu'-  und  zugleich  vuu  den  (%,•••'■„  verscliiedeiit'  Wnllic  von  ./, 

weUdu'  mit  a\,...x^^  bezcicliucl  wci'deii  mögrii;  und  man  kann,  wenn  vuii 

denjenigen  speciellen,  nur  in  endlicher  Anzahl  voi-handencn  Werthen  von  // 

für  die  unter  den  Grössen  x^,.. .  :r^^  sicli  gleiche  finden,  vorläufig  ahgesehen 

wird,  n  von  //  abhängige  Grössen  l'\,  I'\....  t)^^  dergestalt  bestimmen, 

dass 

ji— 1 

y]  I\  x^  =-=  /'(a-)  ist  für    a;  =  iCj , . . .  x^^ . 


Setzt  man 


so  ist 


n(^)  =  {x^  X,) . . .  (x  -  xj ,     n'(;.)  --.  '^^^^ , 


»— 1 


V=0 

woraus  sich  —  w^enn 


y  jP  ^v  _  y  fy\)    n(a)  _ 


n{x)  =  x''  4-  Zj  a;"~'  --  X,  x"~'  ^  •  •  •  +  .Y„ 
gesetzt  wii'd,  so  dass  also 

ist  —  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

.-.  -  2.  nVv) ^    -    "^  Ä  "'('0  '    '     '  ä  n'CO  ' 


/i    II— \ 


■>\    f(j\) 
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Yon  diesen  Ausdrücken  jP^ ,  F^, ... -F,j_j  ist  nun  zu  zeigen ,  dass  sie  ein- 
deutige Functionen  von  /j  mit  der  einen  wesentlichen  singulären  Stelle 
oo  sind. 

Setzt  man 

so  ist 

'\>ix)(^>(x)-y)  =^kill(x), 

und  es  sind  demnach  X^ , . .  X,,^_^  sänimtlich  ganze  lineare  Functionen  von  //. 
Die  Ausdrücke 

v4{n'(x,)'  ^,  n'(r.,)  '  '""'a    n'(rr,) 

ferner,  in  denen  die  Grössen  x^, . .  .x^^  ebenso  wie  in  Xj  . . .  X^^  symme- 
trisch vorkommen ,  haben  gleichfalls  eindeutig  bestimmte  AVerthe  für  jeden 
Werth  von  //.  der  nicht  zu  den  vorläufig  ausgeschlossenen  gehört;  es 
reicht  dies  aber  nicht  aus  zu  dem  Xach weise ,  dass  sie  —  und  mit  ihnen 
^0 '  •  •  ^n-i  ~'  Functionen  der  angegebenen  Art  von  y  sind,  sondern  es 
muss  auch  gezeigt  werden,  dass  sich  dieselben,  wenn  y  in  der  Umgebung 
irgend  eines  bestimmten  endlichen  AVerthes  h  angenommen  wird,  entweder 
unmittelbar  oder  doch,  nachdem  sie  mit  einer  gewissen  ganzen  positiven 
Potenz  von  {y  —  h)  multiplicirt  worden ,  in  der  Form 

'^{y-h) 
darstellen  lassen. 

Wird  zunächst  h  so  angenommen,  dass  unter  den  Wurzeln  der  Glei- 
chung <p(x)  =  &,  welche  mit  a^,...a^^  bezeichnet  werden  mögen,  keine 
zwei  gleiche  sich  finden,  so  ist 

9'(«v)  (v  =  l,  ...») 

nicht  gleich  Null,  und  es  hat  also  die  Gleichung 

welche,  wenn   x  in  der  Umgebung  von  a^  angenommen   wird,   auf  die  '^ 

Form 

cp' M . (x - rt j  + 1^  9" («v) •  (« -  «v)" -^ —  =  y-^ 


Zur  Tlici.iic  (liT  oiinlciitiirtn  aiiiilytisclwii   KiiiKtinnfii.  "^  I 

gt'liraclit  wridt'ii  kann,  fiir  ]iiiil;iiir!:licli  kleine  WCrllic  von  (//  h)  eint' 
in  der  F<»ini 

daistellbtirt' Wnizel.  Wird  diese  mit  rr^  bezeichnet,  so  hat  man.  da  ll'(r/j 
nicht  gleich  Null,  und  (^^  nicht  eine  der  wesentlichen  singulären  Stelh-n 
der  Function  f\j:)  ist.  für  X  =  1 , . . .  n, 

wo  j».,  Null  oder  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  jenachdeni  ({■'}  i"  'ler  Um- 
gebung von  a^  sich  regulär  verhält  oder  nicht.  Bedeutet  also  m  die 
grösste  der  Zahlen  iii^....m^^,  so  ist 


X^    V(a7v)  cn(^)/ 


V=l      ^^  V-^v/ 


/>) 


Hat  aber  l>  einen  solchen  AVerth,  dass  die  Gleichung 

cp(x)  =  b 

weniger  als  n  von  einander  verschiedene  AVurzeln  besitzt,  so  sei  a  eine 
derselben,  und  [x  die  Ordnungszahl  der  niedrigsten  Ableitung  von  'f  (x), 
welche  füi*  x  =  a  nicht  verschwindet.     Dann  lässt  sich  die  Gleichung 

wenn  x  in  der  Umgebung  von  a  angenommen  wird .  auf  die  Form 

bringen,  und  es  giebt,  wenn  man 

1 


setzt,   eine  Reihe  von  der  Form 


a  +  ri^{-q), 


32  Zur  Theorie  der  eiudeutigeu  analytisclu'u  Finictioiien. 

welche,  für  x  gesetzt,  bei  liinlänglicli  kleinen  Wertlien  von  (///')  die 
Gleichung 

cp(a-)  =  y 

befriedigt;  wobei  zu  beachten  ist,  dass  ^(r^)  für  vj  -  0  nicht  verschwindet. 
Fixii't  man  also  einen  der  |Jt  Werthe  von  r^  und  setzt 

2711 

so  sind  x^,  X.,,  . . .  x^j^  diejenigen  \x  Wurzeln  der  Gleichung,  welche  für 
y  =  h  den  Werth  a  annehmen.  Man  hat  dann,  da  die  niedrigste  Ablei- 
tung von  n(a-),  welche  für  //  =  &,  x  =  a  nicht  verschwindet,  die  (xte 
ist,  für  V  =  1, ...  {X 

n'(x,)  =  nxT'  -  (n  -  1)  X,  a-r'  -f  •  •  •  +  X„,_,  ==  (e^- V^)^-^  ^(e'-'r^)  , 

wo  ^(e'"V^)  für  Yj  --  0  nicht  verschwindet,  und,  wenn  für  Werthe  von  x 
in  der  Umgebung  der  Stelle  a 

f{x)  =  (x  -  a)~"'  [Ä^  -i- A^{x  -  a) -] J, 

so  ist 

Aus  der  Eeihe  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  müssen  nun,  da 


nur  für  solche  ganzzahlige  Werthe  von  p,  die  durch  \i  theilbar  sind,  einen 
von  Null  verschiedenen  AVerth  hat ,  alle  Potenzen  von  yj  ,  deren  Exponent 
nicht  ein  Vielfaches  von  [x  ist,  fortfallen;  und  es  ist  daher 


ix^) 
Hat  also  die  Gleiclumg 


>r-(  x}^       f(x.^)  ,  ,x-"\nP^V  ^^ 


9  (a;)  =  b 
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)•  von  ciiiaiKlci- vcrscliifdciH'  Wiii/cln  (i^....(i  .  und  leihen  |i.^ .  ;//.  fjif  ti. 
(licscllic  Ücdciiliiiij;-  wie  im  \'()i\sl(.'lieiidi'ii  n.  ///  tVir  k ,  so  cigiclit  sich  (iir 
liiiiläiiglioli  kleine   Weilhe  voll  (ij  —  h) 


y  _  1       *  •    V    V '  •/.     .  I 


und  sdinit.  wenn  jetzt  ui  die  p,Tösste  dci'  Zahlen  ;y/.^  licdnilcl.  ganz  so 
Avie  in  dem  Falle,  wo  unter  den  Wurzeln  der  (j!lt'ichiiiig  ^f  (a)  =^  b  sieli 
keine  zwei  gieielie  finden, 


Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Ausdrücke 

.£^,"nW~  (X  =  l,...n) 

und  daher  auch  die  Grössen  F^^, . . .  /^,,   j,  welche  jetzt  mit 

bezeichnet  weiden  mögen ,  eindeutige  Functionen  der  Veränderliclien  y  mit 
der  einen  Aveseiitliclien  singiüären  Stelle  oo  sind.  Zugleich  folgt  aus  dem 
Vorstehenden,  dass  F^(u),  . . .  Fj^_^{i/)  in  dem  Falle,  wo  es  für  die 
Function  f(oc)  ausserwesentliclie  singulare  Stelleu  nicht  giebt  —  die  Zahl 
ni  also  stets  gleich  Null  ist  —  sämmtlich  ganze  Functionen  von  //  sind. 
Der  Definition  dieser  Functionen  F^(i/)  gemäss  bestellt  nun  die 
Gleichung 

"y,x^F,{u)  =  f{x), 

wenn  für  irgend  einen  endlichen  ^^'el■lh  von  //  die  Grösse  .>•  der  Gleichung 
r{x)  =  !J  8*iidlgt.  Versteht  man  also  unter  x'  irgend  einen  endlichen, 
von  den  e., ,...c,j  verschiedenen  AVertli  und  setzt  i/^'ii^'),  i>o  kann 
man  x  =  x'  nehmen,  und  erhält  dann 
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d.  li.  es  gilt  für  jeden  Werili  von  x,  der  nicht  in  der  Reihe  {oo,  c.^,  ...  r,,) 
enthalten  ist,  die  Gleichung 

n  —  l 

Es  ist  angenommen  worden,  dass  Cj  gleich  oo  sei,  weil  dann  einem 
endlichen  Werthe  von  .?/  stets  endliche  Werthe  der  Grössen  x^.  ...  5r„  ent- 
sprechen, und  somit  bei  dem  Beweise  des  vorstehenden  Satzes  das  Ver- 
halten der  Functionen  F^(i/)  in  der  Umgehung  der  Stelle  co  niclit  be- 
sonders untersucht  zu  werden  braucht.  Sind  aber  c^,  ...  r,j  sämmtlich  end- 
liche Grössen,  so  setze  man 

1    '      ^     J 

und  bezeichne  mit  ^(i),  f{z)  die  Functionen,  in  Avelche  sich  cp(./).  f(x) 
dadurch  verwandeln.    Dann  hat  man 

K  K 

—  wo  die  (A-',  c')  wieder  Constanten  bedeuten  —  und  es  sind  (oo,  c!,,  . . .  <■') 
die  wesentlichen  singulären  Stellen  für  die  Function  J{z).  IVfan  hat  also, 
wenn  man  jetzt  die  Functionen  F^^  (jj) ....  i^,^_j  (ij)  für  die  Function  f{^) 
ebenso  bestimmt  Avie  im  Yorhergehenden  für  /'(a-), 


oder 


n—i 

S 


25.(tw)-(^)"  =  /(x). 


In  dieser  Form,  welche  in  die  vorher  aufgestellte  übergeht,  wenn 
man  r^  =  oo  setzt,  kann  also  die  Function  f(x)  stets  dargestellt  werden, 
wenn  <:p(x)  eine  beliebige  rationale  Function  nten  Grades  ist,  welche  an 
jeder  der  n  wesentlichen  singulären  Stellen  der  ersteren  unendlich  gross 
Avird.*) 


*)  Es  lassen  sich  leicht  auch  ähnliche  Ausdrücke  von  f{x),  in  denen  die  Grössen 
L\.  ...  e,j  symmetrisch  vorkommen,  aufstellen;  es  genügt  aber  der  vorstehende  für  den 
zunacJist  ins  Auge  gefassten  Zweck. 


Zur  TliPtnic  <lrr  fiiidiiiti^^rn  aiialvtiscliiii   Fim.-tioiieii.  ^ö 


5.      Eindeutige   Functionen    von   .;•   mit    fiiicr   eniUiclit'n 
Anzalil  (wesentlicher  oder  ausserwesentliciier)  singulare!' 

Stellen. 

Eine  rationale  Function  /"(a)  mit  den  singulären  (ausserwesentlichen) 

Stellen  c, ,  ...  c    lässt  sich  bekanntlich  in  der  Form 
1 '  n 


v-^l       \X-rJ 


darstellen,  wo  G^....G^^  rationale  ganze  Functionen  bedeuten. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  jede  eindeutige  Function  f{x)  mit 
einer  endlichen  Anzahl  (Avesentlicher  oder  ausserweseutlicher)  singiüärer 
Stellen  (c,, .  . .  c^^)  in  derselben  Form  ausgedrückt  werden  kann,  und  zwar 
dergestalt,  dass  unter  den  Functionen 


G^ 


\x  -  cj 


so  viel  transcendente  vorkommen,  als/(Ä)  wesentliche  singulare  Stellen  hat. 
Es    möge   zunächst   f{x)    nur   wesentliche   singulare   Stellen    haben. 
Dann  sind,   wenn  man  /"(it)  auf  die   im  vorhergehenden  §  auseinander- 
gesetzte Weise  in  der  Form 


darstellt,  die  Functionen  i^^(//),  wie  nachgewiesen  worden  ist,  sämmtlich 
ganze  Functionen  von  i/,  so  dass  man 

oo 

hat,  wo  die  F,^  -^  von  cc  unabhängige  Grössen  sind. 

3* 
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Für  alle  AVerthe  von  j- ^  bei  denen  der  absolute  Betrag  von  (.r  —  v^ 
unterhalb  einer  bestimmten  Grenze  bleibt,  ist  nun 


oo 


A  =  0 


und  somit,  wenn  man 


setzt, 


X=o  '|x=o 


—  X  +  (i 


Die  Doppelsumme  auf  der  Rechten  dieser  Gleichung  hat  aber  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  convergent  bleibt,  wenn  man  jedes  ihrer  Glieder  durch 
dessen  absoluten  Betrag  ersetzt.  Convergirt  nämlich  die  Reihe  ^(x  —  Cj), 
wenn  der  absolute  Betrag  von  [x  —  <j)  kleiner  als  p  ist,  so  lässt  sich  eine 
positive  Grösse  g  so  bestinnnen,  dass  jeder  Coeflicient  von  ^(a;~()  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als  der  entsprechende  Coefficient  in  der 
Entwickelung  der  Function 


9 


X  —  c. 


und  dann  ist,  wenn  |x  — cj  =  ^  gesetzt  und  ^  <p  angenommen  wird, 


2 

ti  =  0 


^X,|x(^-Ci)" 


-X  +  |i 


<ü 


X  ^-x 


?\-X 


(-1) . 


also 


2  2  (^v,x-i,,.,(x -<■,)-'•+") 

A  =  0  |i=0  I 


oo       / 
X  =  0  \ 


'-'0-jr> 


Zur  Tlifiirie  (Ut  t'iii(leutii;;fii  iiiialytisi'licii    Kiiintidiicii. 

woraus  sirh  das  Behauptete  sofort  ergiebt,  iiidcni  <lit'  Suiimit' 


für  jtMleii  eiulliclien  AVertli  von  y  einen  ebenfalls  endlichen  Wertli  hat. 
Die  Doppelsumme,  duicli  welche  F^ ('f  (a;))  ausgedrückt  worden,  con- 
vergirt  also  unbedingt,  und  es  ist  daher  gestattet,  in  ilii-  alle  Glieder, 
welche  dieselbe  Potenz  von  {x  —  r^  enthalten,  in  eines  zusammenzuziehen. 
Geschieht  dies  in  den  Ausdrücken  sämmtlicher  Functionen 


n(r(^0) 


SO  ergiebt  sich 


A^)-|c"(^)"+*"'(^-0 


für  alle  Werthe  von  x,  bei  denen  der  absolute  Betrag  von  (./;  —  cj  kleiner 
als  p  ist. 

Die  Reihe 

OO  y 

y.=  l  \^  '1/ 

convergirt  hiernach  für  beliebig  grosse  Werthe  von ~ ,  und  ist  also 

X  —  Cj 

eine  ganze  runcti(m  dieser  Grösse,   welche  mit   G^i  ._  .  )   bezeichnet 

werden  möge. 

Man  hat  dann 


^(-)-«.(^) -*'"(-<.) 


d.  h.  die  Differenz 


verhält  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  Cj  regulär. 
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Versteht  man  nun  unter  G^  (  ,  ^  .  )   (^ie  Func^tion.   welclie  in   Be- 

zieliung  auf  die  singnläre  Stelle  c^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  O^  ir^ZTr) 
in  Beziehung  auf  die  Stelle  i\,  so  ist 

n 

eine  eindeutige  Function  von  or,  welche  sich  in  der  Umgebung  jeder  be- 
liebig angenommeneu  Stelle  regulär  verhält.    Denn  die  Function  0J~^^~-'\ 

verhält  sich  regulär  in  der  Umgebung  jeder  von  i\  verschiedenen  Stelle; 
es  könnte  also  jene  nur  die  singulären  Stellen  r, , . . .  c^^  haben ,  was  nach 
dem  eben  Bewiesenen  nicht  der  Fall  ist  —  und  hieraus  folgt,  wie  schon 
in  §  1  gezeigt  worden,  dass  sie  einen  constanten  A\^erth  hat,  der  mit  C 
bezeichnet  w^erden  möge. 
Es  ist  also 


f(.)  =  c+2<?v(^j, 


oder    auch,    wenn  man    zu   den   Functionen  G^,...G^^   constante 
Grlieder,  deren  Summe  gleich  C  ist,  hinzufügt 


fi^)-pi^) 


Wenn  nun  ferner /"(a^)  die  m  wesentlichen  singulären  Stellen  (r, , . . .  r,,;), 
und  die  (n  —  m)  ausserwesentlichen  ('„,_!_] .  ■'■  i\J  hat,  so  lässt  sich,  wenn  v 
eine  der  Zahlen  {m~\)....n  ist,  und  x  in  der  Umgebung  von  (\  an- 
genommen w^ii'd, 

/■(.x)  in  der  Form  {x  —  ^v)*"' .  \c^^  -^  C'j   {x  —  cj  -^  •  •  -j 

darstellen.     Setzt  man  also 


x=o  V'        '  v/ 


Zur  Theorie  der  t'iiiik'Utii;fii  aiiiilylisilicii   l"'iiiiiti(.iicii.  .'5'.l 

SO  ist  /■(,'•)  eine  eindciitijic  Kniiclicii.  wrlclir  m  wcsciiflicln'  sin^Miliiro, 
Ötellen  (i*,  .  ...  r^J,  alici'  keine  iiusserweseiilliclie  li;il,  iiinl  (leslmll.  h.mIi 
dem  Voiliero-elieuden  in  der  Korni 


£.<■■-) 


dargestellt  werden  kann. 

Man  hat  also  auch  in  diesem  Falle 


m-±S^)> 


mit  dem  Unterschiede,   dass  jetzt  unter  den  Functionen  T/.^  nui- 
III  transcendente  sich  finden. 

Hiermit   ist    der   in  §  1  unter  (B,  1)   angegebene  Satz   vollständig 
bewiesen.*) 


C).     Eindeutige   Functionen   von  x,    welche  n  wesentliche 

singulare    Stellen    besitzen,    an   jeder    andei-n   Stelle    aber 

einen  endlichen  und  von  iswU  verschiedenen  \W'rtli 

haben. 

Ist  f(x)  eine  Function  dieser  Art,  so  hat  man,  wenn  x  in  der  Um- 
gebung irgend  einer  nicht  singulären  Stelle  a  angenounnen  wird. 

fix)  =  Ä^  -h  Ä^  (x  -  a)  -\-  A.^  (x  -  af  ~ , 

wo  Ä^  nicht  gleich  Null  ist.     Daraus  folgt,  wenn  a  nicht  og  ist. 


*)  Es  bedarf  kaum  der  Erinnernns;.  dass  unter  Yoranssetzuns;  einiger  Sätze,  die 
nicht  den  ersten  Elementen  der  Functionenlehre  augehüren,  der  im  Vorstehenden  ent- 
wickelte Ausdruck  von  fix)  auf  kürzerem  Wege  ohne  den  im  vorhergehenden  i;  be- 
wiesenen Hülfssatz  hätte  liergeleitet  werden  kilnnen.  Indess  giebt  dieser  Hülfssatz. 
auch  abgesehen  von  dem  Gebraudi.  der  von  ihm  gemacht  worden  ist.  einen  an  sidi 
bcnierkcnswcrtiien  allgemeinen  Ausdruck  der  untersuchten  Functionen,  den  ich  nicht 
ühergeheu  mochte. 
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dagegen,  wenn  in  dem  Falle,  wo  die  singulären  Stellen  (<\,  ■•'('„)  von 

f{x)   alle  im  Endlichen  liegen ,  a  -=  oo  genommen  wird ,   also  x  —  «  =  — 

zu  setzen  ist, 

1    dfjx)  _   1       /i\ 
/■(./■)    <1x         aß  ^\x)' 

Die  Function 

1     df{o:) 
f(x)    dx 

hat  also  nur  die  n  singulären  Stellen  r^, . .  .c^^.  und  kann  daher    wie  im 
vorhergehenden  §  gezeigt  worden,  in  der  Form 


'-'^H^^) 


dargestellt  werden,  so  dass  in  den  Functionen  G.^  kein  constantes  Glied 

vorkommt. 

Ist  (•    nicht  CX3,  und  /.•    der  Coefficient  von in  G^,    so    lässt 

'  X  —  c\  ^ 

sich 


G 


J^—)  auf  die  Form  -A_  ^_^  q  (^^\ 

'  \x  —  cj  X  —  i\      dx     ^\x—  cj 


bringen,   wo   auch   GA- )  eine  ganze  Function  von ohne  con- 

stantes  Glied  ist.  In  dem  Falle,  wo  die  c.,  sämmtlich  endliche  Werthe 
haben,  ist  ferner,  wenn  x  dem  absoluten  Betragenach  grösser  als  jeder 
dieser  Werthe  ist, 


i 


es  muss  also 


sein,  und  man  hat 


^=-0,   2^^-v  =  o 


v=l 


fix)       dx  (^iCv=l         \if^'  — f'v/       v^l^'^^'v 


Zur  Theorie  der  eiudouti^'oii  luiiilytisrlion  FuiK'tioncn.  I  I 

AVeiin  dagegen  eine  der  Grössen  r^  den  Wculli     ■.  bat,  so  möfije  r^^  diesr 
sein:  dann  ist 


^-^«.,(.^)-^'-^'',-(')  =  iL«"(^--)' 


wobei  man  Cr,i(u)  =  0  annehmen  kann;  man  hat  also  in  diesem  Falle 
1      df(x)        d  ^-  /     1 


f{x)     dx         dx 


Es  ist  nnn  znnächst  zu  zeigen,  dass  in  beiden  Fällen  die  /..^  sämmtlieh 
ganze  Zahlen  sind. 

Man  setze,  unter  p  eine  constante,  und  unter  x  eine  veränderlidie 
reelle  Grösse  verstehend, 

wo  A  im  ersten  Falle  eine  der  Zahlen  1 ,  . . .  ;/  und  im  zweiten  eine  der 
Zalden  l . . .  .{n  —  l)  bedeutet.  Dann  lässt  sich,  wenn  man  p  liinreichend 
klein  anuimmt,  in  beiden  Fällen  die  Sunnne  der  Grössen 


auf  die  Form 

Ixx  idx\-  d'\!>(x-  —  rx) 
bringen;  und  es  ist 

1      Ä-x).  ^äf^ö.,  (^--)  -  j.  >U(.,,  -  „)  - 1.-,. . 
f{x^)        du  dx  ,;-Jj      V' -   -  'v/        ''^ 

Daraus  folgt,  wenn  man 

i;ft.(.?^^)+*>-'-''» 


setzt : 


F{x)  =  e'^' 


f(x^^CF{.-^.J''" 


wo  C  eine  von  x  unabhängige  Grösse  bedeutet. 
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Vermehrt  man  in  dieser  Gleichung  x  um  2  7i,  so  bleibt  x^  ungeändert; 
es  muss  also 

e     ''      =1 

und  somit  l\  eine  ganze  Zahl  sein. 

Setzt  man  jetzt,  unter  6^  eine  Constante  verstehend, 


R''ix)-C,ll{x-cJ'\ 


wo  £  =  0  oder  1  zu  nehmen  ist,  jenachdem  c^j  einen  endlichen  Werth 
hat  oder  nicht,  so  ist 


1       (?ä*(.t)  _  V    ^^ 


B*{x)      dx 


2 


j 


■'v 


und  es  ergiebt  sich  bei  gehöriger  Bestimmung  der  Constante  C^ 

V  =  l 

Da  nun   in   dem  Falle,   wo  die  Grössen  (\  sämmtlich  endliche   Werthe 
haben, 

n 

2  A-v  -  0 


ist,  so  ist  für  a;  =  cxd  die  Function  jB*(x)  weder  Null  noch  unendlich 
gross;  sie  ist  also  eine  rationale  Function  von  x,  welche  an  jeder  Stelle, 
die  nicht  zu  den  singulären  Stellen  von  f{x)  gehört,  einen  endlichen  und 
von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Für  n  =  1  reducirt  sich  dieselbe 
auf  eine  Constante. 

Es  lässt  sich  also  jede  Function  f{x)  von  der  oben  angegebenen 
Beschaifenheit  in  der  bereits  in  §  1  aufgestellten  Form  ausdrücken. 

Umgekehrt  stellen  die  vorstehenden  Formeln  stets  eine  Function  dieser 
Beschaffenheit  dar,   wenn  man  die  Grössen  r^,  ...  r,,   und  die  Function 

(jTyi- — ;-)  willkürlich,   die  Function  i2*(a:)   aber  so  annimmt,   dass  sie 

\X        Cy/ 

die  angegebene  Eigenschaft  besitzt. 


Zur  Tlieorie  diT  ('iii(lrulii;(.n  uiiiilytiMclicii   FiiiK'ti.niPii.  4.'{ 

Hierzu  ist  nocli  Folgendes  zu  Ix-iiinkcn.    WCnn  v..ii  finci- riiKleutif^rn 

Function  f{.r)  feststellt,    dass   uiclit    niii'  sie   selbst,    sondrim    ;iii('||       ' 

iu  der  Umgebung  jeder  Stelle,  wclclic  nichl  zu  einer  Kfiii.-  gcgclx-ner 
Stellen  (c, , . .  .  r„)  gehört,  sich  reguläi'  verhält .  wähivud  iib.-i  ihr  V'eilialten 
in  der  Umgebung  einer  der  letzteren  SteUcn  nichts  bekannt  ist ,  so  eigiebt 
sich  ebenso  wie  im  YorstelieudtMi 

v  =  i  v=l 

mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  die  Functionen  G.,  zum  Tlieil  (xler  auch 
alle  gleich  Null  sein  können. 


7.     Eindeutige  Functionen  von  x  mit  n  wesentlichen  und 
beliebig  vielen  ausserAvesentlichen  singulären  Stellen. 

Das  Verfahren,  durch  welches  man  mit  Hülfe  der  in  den  §§  (2  —  G) 
entwickelten  Sätze  zu  den  in  der  Einleitung  unter  (B,  2)  und  ((),  1  u.  2) 
aufgestellten  Ausdrücken  einer  eindeutigen  Function /"(./)  mit  einer  end- 
lichen Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen  gelangt,  ist  der  Haui)t- 
sache  nach  bereits  in  §  1  so  vollständig  auseinander  gesetzt  worden ,  dass 
nur  AV^eniges  hinzuzufügen  bleibt. 

Hat  die  darzustellende  Function  keine  Null  -  Stellen ,  so  sind 
die  a.  a.  0.  mit  G^^'^  bezeichneten  Functionen  sämmtlich  durch  die  Zahl  1 
zu  ersetzen. 

Hat  sie  Null-Stellen  in  endlicher  Anzahl,  so  kann  man  dieselben 
in   beliebiger  Weise   den   wesentlichen  singulären   Stellen  zuordnen;    es 

werden  dann   die  G^'Y 1   rationale  Functionen,   wehlie  zu.sannnen- 

\x  -  cj 

genommen  dieselben  Null-Stellen  wie  fij-)  haben.     Am  einfachsten  ist  es 

in    diesem  Falle,   eine  der  Functionen   (r''"    so  zu  bestimmen,   dass  die 

Keilie  ihrer  Null-Stellen  mit  der  von /■(,/•)  iibereinstinnnt.  und  die  übrigen 

dann  diuch  die  Zahl  1  zu  ersetzen. 
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In  dem  Falle  endlicli,  wo  f{x)  uiieudlicli  viele  Null  -  Stellen  hat, 
giebt  es  unter  den  wesentlichen  singulären  Stellen  mindestens  eine  —  sie 
möge  mit  Cj  bezeichnet  werden  —  die  so  liegt,  dass  in  jeder  Umgebung 
derselben  unendlich  viele  Null-Stellen  von  f{x)  vorhanden  sind.  Ist  dann 
c^  irgend  eine  der  übrigen  wesentlichen  singulären  Stellen,  und  versteht 
man  unter  C^   diejenige  Umgebung  derselben,  in  welcher 


^P 


ist,  so  kann -man  p  so  klein  annehmen,  dass  C,  nur  die  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  r. ,  und  Null- Stellen  nur  in  dem  Falle  enthält,  wo  in 
jeder  Umgebung  von  (\  sich  solche  finden.  Wenn  man  dabei  p  auch  so 
annimmt,  dass  an  der  Grenze  von  6\  keine  Null-Stellen  liegen,  und  dann 
unter  6\  denjenigen  Theil  des  Gebietes  von  x  versteht,  der  nach  Aus- 
scheidung von  62,  63,  ...  übrig,  bleibt,  so  ist  das  ganze  Gebiet  dergestalt 
in  Theile  Cj,  C,,  ...  zerlegt,  dass  sich  in  der  a.  a.  O.  beschriebenen  Weise 
Functionen 


«•"G-^}.  H^)' 


bilden  lassen,  deren  Null-Stellen  beziehlich  die  in  C^,  C, ,  ...  enthaltenen 
Null-Stellen  von  f{x)  sind.  Dabei  ist,  wenn  es  in  einem  dieser  Theile 
keine  Null -Stellen  von  f(x)  giebt,  die  entsprechende  Function  G^^^  durch 
1  zu  ersetzen;  woraus  erhellt,  dass  man  auf  die  angegebene  Weise  ver- 
fahrend die  geringste  Zahl  von  Functionen  O'^^^H- -\  erhält,  für  welche 

die  Gesammtheit  ihrer  Null-Stellen  identisch  ist  mit  der  Reihe  der  Null- 
Stellen  der  Function  f{x). 

Wenn  nun  ferner  f{x)  —  wie  in  §  5  angenommen  worden  — 
n  (wesentliche  oder  ausser  wesentliche)  singulare  Stellen  (cj,  ...  rj  hat, 
so  sind  wieder  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Die  singulären  Stellen  können  sämmtlich  wesentliche  sein  —  dann 
ist.  wenn  man 


I 


,(.).n«..(_A_).,,(,) 


setzt,  f{x)  eine  Function  von  der  im  vorhergehenden  §  vorausgesetzten 
Beschaffenheit,   so   dass  sie  sich,   da  jede  ihrer  wesentlichen  singulären 
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Stellen   in  dei'  Rcilie  r^,  ...  <-^^  eiiih.ilii  n   i>i  ,  in  der   Kurin 


darstellen  lässt  —  wobei  zu  heacliteii  ist.  dass  midi  dem  .iin  Scldiiss  d.  a.  § 
Heinerkteii  die  b'mu'tioiieii  (>\^  zum  Tlieil  odei'  aiicli  alle  i:leicli  Null  sein 
können,     öetzl  man  also 


so  ergiebt  sich 


f{x)=JlG,{^^^.RH:r) 


Hat  ferner  /'(a)  m  wesentliche  singulare  Stellen  {i\.  •••  c^, )  tmd  (;/  -  tu) 
ausserwesentliche  (c^^^^,  ,...c^^) ,  so  möge,  wenn  v  eine  der  Zahlen  ui  -.  1 ....  u 
ist,  m,,  die  kleinste  i)0sitive  ganze  Zahl  sein,  durch  welche  bewirkt  wird, 
dass  „, 

für  x  =  Cy  einen  endlichen  Werth  erhält.     Setzt  man  dann 


und 


/■(x)=/(x).nG,(^) 

V  =  »<  +  1        ^  ^' 


so  ist  /'(.r)  eine  Function,   welche  die  m  wesentüelieii   singulären  Stellen 
(cj , . . .  Cj^j),  aber  keine  ausserwesentliche  hat.  miiliin  in  der  Form 


n^Hx^c;)-^'^"-^ 


ausgedrückt  werden  kann. 

Sind  endlich  r, ,  .  .  .  r,^  sämnitlich  ausserwesentliche  singulare  Stellen 
für  die  Function,  und  hat  »/,^  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  ist,  wenn 
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von  den  Grössen  i\, . . .  r„  keine  den  Werth  c>o  hat, 


fix) 


G(x) 


(X  -  Cj)'"!  ...(X-  C^y^n 


m,.     ' 


WO    G(x)    eine    ganze   rationale  Function   von    nicht  höherem    als   dem 
(Hij  -r  •  •  •  -r  lu^^)  tcn  Grade  hezeichnet  —  dagegen ,  wenn  c^^  =  oo , 


fix)-  ^^^^ 


(X-C,)»h...(x-C,)^n-.    ' 


WO  der  Grad  von  G{x)  den  des  Nenners  um  m^^  Einheiten  übertrifft.   Man 
kann  daher  in  beiden  Fällen  f{x)  auf  die  Form 


"         /     1     \ 

bringen,  in  der  Art,  dass  G,J- |  eine  ganze  rationale  Function  »/,^ten 

Grades  von ist. 

Hiernach  kann  also  jede  eindeutige  Function  von  x  mit  n  singulären 
Stellen  in  der  in  §  1  unter  (B,  2)  aufgestellten  Form 


n«v(^}.i^*w 


ausgedrückt  werden.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  R*{x)  —  wie  a.  a.  O. 
angegeben  worden  —  nur  an  solchen  Stellen,  welche  sich  unter  den 
wesentlichen  singulären  Stellen  der  darzustellenden  Function  finden, 
Null  und  unendlich  gross  wird;   so  wie  auch,  dass  keine  der  Functionen 

^^A—ZTTr  ^^^^"^  dieselben  in  der  beschriebenen  Weise  gebildet  Averden, 

an  einer  der  Stellen  c\, . . .  c^^  verschwindet  und  sich  auch  nicht  auf  eine 
Constante  reducirt.  Zugleich  erhellt,  dass,  Avenn  die  Functionen  G.,,  B* 
diesen  Bedingimgen  gemäss,  im  Übrigen  aber  willkürlich  angenommen 
werden ,  die  vorstehende  Formel  auch  stets  eine  eindeutige  Function  von  x 
mit  71  singulären  Stellen  dargestellt. 
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.letzt   sei  /'(.r)  eine  beliebijje  ciiKlciitij:!'  Kiiiiclion  mit   den  ^/  wcsciit- 
iclit'ii  siiigulären  Stellen  (r, ,  ...  c^^).    Dann  ist  wicilcr,  wnin  iti;iii  imtci- 


^«+'(^)- •••''»  (^;~) 


die  Functionen  verstellt .  welche  zur  Function  -r       in  deisclben  Rrziehung 
stehen  wie 


e"Y^V...e"V-!--) 


zu  f(.r)*)  —  so  dass  die  Gesammtlieit  ihrer  Null- Stellen  identisch  ist  mit 

der  Eeihe  der  Null-Stellen  von  77  \  —  und 

fix) 


setzt,  /■j(j-)  eine  Function  von  derselben  Beschaffenheit  wie  die  im  Vor- 
stehenden so  bezeichnete.     Man  erhält  also,   wenn  man  für  dieselbe  den 


angegebenen  Ausdruck  setzt  und 


bezeichnet 


"  /     1     \ 

n  <^A-or--J 

f(a-)  =  ''='- .  Ii*(x). 

TT  {     ^     ^ 


v=l 


Dies  ist  der  in  §  1   unter  (C,  2)  gegebene  Ausdruck  von  f(x). 


*)  Es  ist  zu  beachteu,  dass  die  zur  Dfliuitiuu  der  Fnnctiouon  G„_^,^  eifordorliche 
Zerlegung  des  Gebietes  von  x  in  n  Tlieile  den  in  Beziehung  auf  die  Function  /'(x)  ge- 
gebenen Bestimmungen  gemäss  auszuführen  ist.  so  dass  diese  Theile  nicht  nothwendig 
dieselben  werden  wie  die  vorhin  mit  C\,  C\,  ...  bezeichneten. 
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Die  in  diesem  Auscli-ucke  vorkommenden  Functionen  O^, . . .  (7,,,,  sind 
so  beschaffen,  dass  nicht  zwei  derselben  eine  gemeinschaftliche  Null-Stelle 
haben,  und  auch  keine  von  ihnen  an  einer  der  Stellen  c^. . . .  c,^  versclnvindct. 
Ferner  ist  von  den  Factoren  des  Nenners  jeder,  welcher  nicht  unendlich 
viele  Null-Stellen  hat,  eine  rationale  Function ,  und  der  entsprechende  des 
Zählers  dann  nothwendig  eine  transcendente.  Dabei  darf  ano-enommen 
werden,  dass  die  Anzahl  deijenigen  Factoren  des  Nenners,  welche  nicht 
gleich  1  sind,  ein  Minimum  sei;  dann  ist  in  dem  Falle,  wo /(x)  unendlich 
viele  ausserwesentliche  singulare  Stellen  hat,  jeder  dieser  Factoren  eine 
Function  mit  unendlich  vielen  Null-Stellen ,  während  im  entgegengesetzten 
Falle  der  Nenner  sich  auf  eine  rationale  Function  von  x  mit  Einer  —  in 
der  Reihe  c, , . . .  c,^  enthaltenen  —  singulären  Stelle,  oder  auch  auf  eine 
Constante  reducirt.  B*(x)  hat  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorher  be- 
trachteten Falle. 

Zugleich  ist  klar,  dass  der  vorstehende  Ausdruck  stets  eine  eindeutige 
Function  von  x  mit  den  n  wesentlichen  singulären  Stellen  (r, , . ...  (•„)  dar- 
stellt, wenn  die  Functionen 

''. (^T,) — ''..(^■^) '  ^- (^-.,)  ■  •  •  ■  ^'4dv) '  ^*w 

so  angenounnen  werden,  dass  sie  die  angegebene  Beschaffenheit  haben,  im 
Übrigen  aber  Avillkürlich  gewählt  sind. 

Die  Function  B'^^x)  kann  in  der  Form 


wo  Cy  eine  beliebige  der  Grössen  Cj, . . .  r„  bedeutet,  dergestalt  ausgedrückt 

werden,  dass  G, ,  G.,  rationale  ganze   Functionen  von   __  ^,     ohne   ge- 

meinschaftlichen  Theiler  sind. 

Es  lässt  sich  also  der  allgemeinste  Ausdruck  einer  ein- 
deutigen Function  von  x  mit  den  n  wesentlichen  singulären 
Stelleu  c-^,...(^^^  auch  in  der  Form 


'^  /     1     \ 

n  ^A^^^) 
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darstellen.  \V(t  die  Finict  imieu  ^',,  ...  (!.,^^  diescjlic  l')cscli;i  t  Tcnlieif 
Avie  in  dem  vorliei-üceheiiden  Ausdrnek  liiiln-n,  mit  dfr  Modifi- 
cation,  dass  jetzt  ancli  ein  Factor  des  Zälilns  und  der  cnt- 
spreeliende  des  Nenners  an  einip:en  der  Stellen  r^ .  ...  r^^  hcidc 
versclnviuden  kijnneii. 

Übrigens  erhellt,  dass  beide  Aus(hücke,  wit;  auch  die  Functionen 
Gj ,  ...  (7^,,j  angenommen  werden  mögen,  stets  eine  eindeutige  Function 
von  X  darstellen,  deren  wesentliche  singulare  Stellen  sich  sännntlicli  in 
der  Reihe  Cj ,  ...  (•„  finden;  so  wie  auch,  dass  c^  wirklich  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  dieser  Function  ist,  wenn  unter  den  übi'igen  Grössen  r^ 
keine  ihr  gleiche  sich  findet  und  der  Quotient 


A 


\x-c.J 


n-hX 


\x  -  cj 


sich  nicht  auf  eine  rationale  Function  reduciit. 

Der  zweite  Ausdruck  von  fix)  kann  nun  auf  doppelte  Weise  noch 
Aveiter  entwickelt  werden. 

Setzt  man 


so  sind /'j Cr), /:/.7-)  Functionen  von  ./•,  Avelche  sich  in  der  Umgebung  jeder 
von  c^.  ...  r„  V. 
§  5  in  der  Form 


von  f , .  ...  r    verschiedfiKMi  Stelle  renulär  verhalten,  und  deshalb    natdi 
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dargestellt  weiden  können,  wo  die  Coefficienten 

Constanten  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  Reihen  für  jeden  von  c^,  ...  c,^ 
verschiedenen  Wei-th  der  Veränderlichen  x  unbedingt  convergiren.  So 
ergiebt  sich  der  in  §  1  unter  (C,  1)  aufgestellte  Ausdruck  von  f{x). 

Wenn  man  ferner  das  in  §  2  auseinander  gesetzte  Verfahren  zur  Zer- 
legung einer  ganzen  eindeutigen  Function  in  Prinifactoren  auf  die  Func- 
tionen (tj  ,  ...  (xgn  anwendet,  so  eihält  man  jededer  Functionen  /"/r),  f.,(x), 
wofern  sie  nicht  selbst  eine  Primfunction  ist,  als  Product  von  (rationa- 
len oder  transcendenten)  Prinifactoren  dargestellt,  und  zwar  so,  dass  die 
singulare  Stelle  jedes  einzelnen  eine  der  wesentlichen  singulären  Stellen 
von  f{x)  ist,  und  das  Product,  falls  es  aus  unendlich  vielen  Factoren  be- 
steht, in  jedem  Theile  des  Gebiets  von  x,  der  weder  im  Innern  noch  an  der 
Grenze  eine  der  Stellen  fj ,  ...  c^^  enthält,  unbedingt  und  gleich  massig 
convergirt. 

Hiermit  ist  vollständig  nachgewiesen ,  wie  sich  jede  eindeutige  Func- 
tion f(x)  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen  aus 
den  einfachsten  Functionen  mit  Einer  (wesentlichen  oder  ausserwesent- 
lichen)  singulären  Stelle  durch  arithmetische  Operationen  zusammensetzen 
lässt. 

Es  bleibt  aber  noch  übrig  zu  ermitteln,  wie  eine  solche  Function  sich 
in  der  Umgebung  einer  ihrer  wesentlichen  singulären  Stellen  verhält. 


8.    Verhalten   der  untersuchten  Functionen  in  der  Um- 
gebung einer  ihrer  wesentlichen  singulären  Stellen. 

Ist  f{x)  eine  ganze  eindeutige  Function,  so  weiss  man,  dass  es  un- 
endlich grosse  Werthe  von  x  giebt,  für  welche  der  Werth  von  f{x)  eben- 
falls unendlich  gross  ist  —  mit  andern  Worten,  dass  sich,  wenn  a,  h 
zwei  willkürlich  angenommene  positive  Grössen  sind,  unter  den  Werthen 
von  a-,  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  grösser  als  a  sind,  stets  solche 
finden,  für  die  der  absolute  Retrag  von  f{x)  grösser  als  h  ist. 

Dasselbe  gilt  für  jede  eindeutige  Function  von  x  mit  der  einen  wesent- 
lichen sino-ulären  Stelle  oo.    Man  denke  sich  nämlich  eine  solche  Function 


Zur  TlifDiie  di-r  oiii(lt.'urit;cn  aiialytisclim  Fimctir.nrn. 
SO,  wie  in  i;  ;3  aiigegel)L'ii  worden,  in  dn    l''iiiiii 


ausgeflriu'kt,  so  hat  man  zwei  Fälle  zu  unterselieiden.  Ist  dei-  Ntinier 
eine  transcendente  Function,  so  versclnvindet  derselbe  t'iw  unendlich  viele 
Werthe  von  x;  unter  diesen  glebt  es  also  uothwendig  unendlich  grosse, 
und  in  einer  unendlich  kleinen  Umgehung  eines  solchen  Weithes  ist  der 
^^Vrth  von  f(x)  unendlich  gross.  Ist  aber  G./j)  eine  rationale  Function, 
so  kann 


G^(x)  GJx) 

PTT-x  auf  die  Form   -p^.-r  +  G.(x) 


in  der  Art  gebracht  werden,  dass  G^(x)  eine  rationale  ganze  Function  von 
niedrigerem  Grade  als  G.^{x),  und  G^(x)  eine  transcendente  ganze  Function 
ist;  Avoraus  sich,  da  der  Quotient 


G^(x) 
G,{x) 


für  jeden  unendlich  grossen  Werth  unendlich  klein  ist,   die   Kichtigkeit 
des  Behaupteten  auch  in  diesem  Falle  ergiebt. 

Dies  vorausgeschickt  bedeute  jetzt  f{j:)  wieder  eine  beliebige  ein- 
deutige Function  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen. 
so  kann  dieselbe,  wenn  c  irgend  eine  dieser  Stellen  ist,  nach  dem  vor- 
hergehenden §  in  der  Form 

^""-'^    .Fix) 


^{x  -  c) 


^n- 


dergestalt  ausgedrückt  werden,  dass  iX:/)  in  der  Iniuvlinug  der  Stelle  r 
sich  regulär  verhält,  aber  für  x  =  c  nicht  verschwindet.  Es  gie])t 
also,  wenn  p,  B  j^ositive  Grössen  sind,  von  denen  die  erste  beliebig  klein 
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und  (lie  andere  beliebig  gross  angenommen  werden  kann,  AVertlie  von  ic, 
fiii'  die 

\x  —  c\<.p  ,     I  f{x) I >  R 

ist. 

Nun  hat  aber,  wenn  Ceine  willkürlicli  anzunehmende  Grösse  bedeutet, 
die  Function 


m  -  C 


dieselben  wesentlichen  singulären  Stellen  wie  f{x)\  es  existiren  also  auch 
Werthe  von  x,  für  die 


|ic  —  c|  <  p  , 


m  -  c 


>R  ,     I  f{x)  -C\< 


R 


ist. 


Hiernach  ändert  sich  die  Function  f{x)  in  einer  unendlich 
kleinen  Umgebung  der  Stelle  c  in  der  Art  discontinuirlich, 
dass  sie  jedem  willkürlich  angenommenen  Werthe  beliebig  nahe 
kommen  kann,  für  x  =  c  also  einen  bestimmten  Werth  nicht  be- 
sitzt; was  sich  in  den  entwickelten  Ausdrücken  der  Function 
dadurch  zu  erkennen  giebt,  dass  dieselben  für  x  =  c  aufhören, 
eine  Bedeutung  zu  haben. 


-'^^^^^^ 


über  einen  fnnctionentlieoretischcn  Salz 
des  Herrn  CI.  Mittag -Lcffl er. 


Aus  dem  Monatsbericlit   der  Küiiigl.   Akademie   der  AVissenscbaften   zu 
Berlin  vom  Auaaist  1880. 


Übi^r  einen  riinclioncnlliiMireliscIieii  Salz  {\('>^ 
llemi  Ü.  Alilhm-LrlThi'. 

o 

Aus  dem  Monatsbericlit  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften   zu   ]{.  rliii 

vom  Auüust  1880. 


In  den  Berichten  der  Akademie  der  Wissenscliaften  zu  StocklKtlm*) 
a.  d.  J.  1h77  liat  Herr  Mittag-Leffler  im  Anscliluss  an  meine  in  den 
])enkscliriften  unserer  Akademie  a.  d.  J.  187(5  vei'üffentlicliten  Unter- 
suchungen über  die  eindeutigen  analytischen  Functionen,  einer  Veränder- 
lichen einige  sehr  beachtenswerthe  Theoreme  entwickelt.  Unter  denselben, 
ist  von  besonderer  Wichtigkeit  das  nachstehende,  auf  welches  nälier  ein- 
zugehen ich  aus  dem  Grunde  Veranlassung  habe,  weil  es  mii-  dazu  gedient 
hat.  die  Ergebnisse  meiner  Arbeit  in  mehreren  Avesentlichen  Punkten  zu 
vervollständigen: 

„Es  seien  gegeben 
1)  eine  unendliche  Reihe  bestimmter  endlicher  Grössen: 

ftj,  a,,  fi,^,  ...  , 
unter   denen  keine   zwei    gh'iclie  sich    linden,   und    die   der 


Bedingung 


Lim.  a^  =  oo 


V=oo 

genügen;  und 
2)  eine   unendliche   Reihe    rationaler  Functionen   einer    \'ei-än- 
derlichen  x: 

f,(o-),  AC^),  f,(^-)^  •••  , 

von  denen  fj.r)  nur  an  der  Stelle  (./•    -(^,)  unendlicli  gross 
wird,  lind  fni'  .'•    -    •     veiscliwiiidet. 


*)  Öfversigt  af  Koui;l.  Wetenskaps-AkadMiiieiis  Förlian.llinsar,  1877. 
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Dann  lässt  sich  stets  eine  eindeutige  analytische  Function  F{x) 
mit  der  einen  wesentlichen  singulären  Stelle  oo  bilden,  welche 
nur  an  den  Stellen  a^ ,  a^ ,  a.^,  ...  unendlich  gross  wird ,  und 
zwar  so,  dass  —  für  jeden  bestimmten  Werth  von  v  —  die 
Differenz 

an  der  Stelle  {x  -=  a^)  einen  endlichen  Weiih  hat ,  und  daher 
innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  dieser  Stelle 

Fix)  in  der  Form  /vO')  +  ^ («' -  «v) 

dargestellt  werden  kann." 
Herr  Mittag-Leffler  beweist  diesen   Satz,   indem  er  zeigt,   dass 
sich  aus  den  gegebenen  Functionen 

/•(.%  r,{y).  r,{x),  ... 

eine  Eeihe  anderer  rationalen  Functionen: 

F,{x),  F,ix),  F,(x),  ... 

dergestalt  ableiten  lässt,  dass  jede  der  Differenzen 

F,ix)  -  f,ix),  F,{.r)  -  A,(.;),  F.^{x)  -  f,{x),  .  .  . 

eine  ganze  Function  von  x  oder  eine  Constante  ist,  und  zugleich  die 
unendliche  Reihe 

oo 

2  F,{x) 

innerhalb  jedes  Bereichs,  der  keine  der  Stellen  a^,  a.^,  «3,  ...  enthält, 
gleichmässig  convergirt,  woraus  sich  folgern  lässt,  dass  dieselbe  eine 
Function  F{x)  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  darstellt. 

Man  kann  indess  für  die  Functionen  F^X^)  eine  einfachere  Bildungs- 
weise als  die  von  Herrn  Mittag-Leffler  auseinandergesetzte  angeben 
und  dadurch  den  Beweis  des  Satzes  erheblich  vereinfachen. 

Man  nehme  eine  unendliche  Reihe  positiver  Grössen: 


über  fiiien  fuiutionentlieoretischeii  Satz  dts  llirin  (i.  Mittäte- li'ni'r.  •'»? 

(Icivii   Snimnt'   einen    endliclieii    Weitli    li.it  ,    niid  ;iiiss<T(lcni  eint'  eltcnfallM 
pusitive  Grösse  e,  die  -c;  1  ist,  willkürlirh  an. 

Ist  nnn.  fiir  einen  bestimmten  AN'ntli  von  v,  n,^    o,  so  nt-lmif  nmn 

AVenn  aber  a.^  einen  von  Null  verschiedenen  Wertli   liat,  so  entwickele 
man  /'/.')  in  eine  Potenzreilie 


2^r^''' 


fl=0 


welche  für  jeden  der  Bedingung 


genügenden  AVerth  von  x  convergirt.     Dann  kann  man  eine  ganze  Zahl 
m  so  bestimmen,  dass  für  jeden  der  Bedingung 


entsprechenden  Werth  von  x  der  absolute  Betrag  von 

oo 

kleiner  als  s,^  ist.*)     Nach  Ermittelung  dieser  Zahl  m  nehme  man 

VI  —  1      ^ 
|1  =  0 


*)  Nach  Annahme  einer  positiven  Grösse  s„,  die  kleiner  als  1.  aljer  ^össer  als 
s  ist,  bestimme  man  eine  Grösse  g  so,  dass  fiir  joden  Werili  von  .r.  di-r  di-n  absohittu 
Betrag   s,^  1  a.,  1  bat. 


ist.     Dann  liat  man 


^u.  i^g.l^.o.. 
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wobei  zu  bemerken,  dass  i^,/a;)  =  /\,(a')  zu  setzen  ist,  wenn  m  =  0,  und 
dass  man 

liat,  wo  cp^/a)  eine  rationale  Function  ist,  die  ebenso  wie  f^{oc)  nur  für 
x-=-a^  unendlicli  gross  wird,  und  für  x^oo  verschwindet. 

Nun  sei  x^^  iigend  ein  bestinnnter  endlicher  Werth  von  .t,  der  nicht 
in  der  Heihe 

«1,    ü,,    «3,     ... 

enthalten  ist,  und  p  eine  positive  Grösse,  die  man  so  klein  anzunehmen 
hat,  dass  auch  unter  denjenigen  Wertheu  von  x,  für  die 

keine  der  Grössen  a^,  a.,,  n.^,  . . .  sich  findet.  Dann  kann,  wenn  5  ii-gend 
eine  gegebene,  beliebig  kleine  Grösse  ist,  eine  ganze  Zahl  r  so  ange- 
nommen werden,  dass  für  jeden  der  eben  angegebenen  AVerthe  von  x, 
sobald  V  ^  /• , 

X 


und  somit 


F,{x) 


ist.     Die  Reihe 


2  FM 

v=i- 

CO 

2  F,{x) 


<5 


und  es  ist  somit,  wenn 


^s, 


Man  kann  nun  unter  den  w,^  den  kleinsten  Werth  mit  m  bezeichnen  und   so    wählen, 

in 

dass  — ^ /— \    <  s..  ist. 


über  oineii  l'i\iii'lioiu'iitlR'()rcti.sclK'ii  Satz  des  Ilcnii  (i.  .Mitlajj- Tiifflcr.  .'>!) 

convergirt  also,  und  zwar  gleiclimässig,  für  alle  der  J'xulin^nuii; 

I  0?  —  a;^  I  ^  p 

entspredieiulen  Weitlie  von  r,  imd  kann  dalici-,  nacli  einem  hekaiiutcn 
Satz,  für  diese  auch  in  der  Form  einer  p-ewidiuliclicn  I'otenzreihe  von 
{x  —  Xq)  dargestellt  werden. 

Ist  ferner  a^   irgend  eine  der  Grössen  a^,  a,,,  «.,,  ...  ,  und  niniinf 
man  p  so  klein  an,  dass  sich  unter  denjenigen  Werthen  von  x,  üiv  die 


X  —  a 


ausser  a^  keine  der  genannten  Grössen  findet,  so  ist  nach  dem  Vor- 
stehenden die  Reihe 

oo 

^F,(x)-F,{a^ 

v  =  l 

für  die  in  Eede  stehenden  Werthe  von  o-  gleichmässig  convergent  und 
in  der  Form 

darstellbar,  so  dass  man 

CO 

2  F,{x)  =  F,(x)  +  ^{x-  a,)  =  f,{x)  +  %(x  -  a,) 

v=l 

hat.     Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Reihe 

oo 

2  F^x^) 

v  =  l 

eine  Function  F(x)  von  dei'  in  dem  angeführten  Satze  angegebenen  Be- 
schaifenheit  darstellt. 

Hierzu   ist  noch  Folgendes   zu   bemerken.     Ist   G{x)   eine   beliebige 
(lationale  oder  transcendente)  ganze  Function  von  x,  und  setzt  man 

F(x)  =  F{x)-^G{x), 

so  ist  auch  F(x)  eine  Function  von  der  in  Rede  stcliciulcn  Beschaffcnlicit. 
Und  umgekehrt,  wenn  F{x),  F{x)  irgend  zwei  solche  Funclioncu  sind, 
so  ist  die  Differenz 

F(x)-F{x) 

notliwendio-  eine  granze  Function  von  x. 
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Nunmehr  sei  /"(a)  ii-gend  eine  gegebene  eindeutige  analj^tisclie 
Function  von  x,  welclie  nur  die  eine  wesentliclie  singulare  Stelle  oo 
besitzt,  und  an  beliebig  vielen  andern  Stellen 

^1 1  ^'2 '  ^'3 '  • ' ' 

gleich  cxD  wii'd,  wobei  in  dem  Falle,  wo  die  Anzahl  dieser  Stellen  un- 
endlich gi'oss  ist,  angenommen  werden  darf,  es  seien  dieselben  so  ge- 
ordnet, dass 

Lim.  «^  •=  cxD . 

V=oo 

Dann  lässt  sich,  wenn  a.,  eine  ?,^mal  zu  zählende  00 -Stelle  der  Function 
fix)  ist,  für  die  einer  bestimmten  Umgebung  dieser  Stelle  angehörigen 

Werthe  von  x 

00 

{x  —  a^  fix)   in   der  Form  2j  ^'Ü'(^  —  «v)*^ 

11  =  0 

darstellen;  man  hat  also,  wenn 

/■v(^) =2  ci:'(^  -  «vr'*" 

gesetzt  wird, 

f{x)  =  /;  (ic)  +  ^  (ic  —  rt^) , 

und  es  ist  f^  ix)  eine  rationale  Function  von  x ,  die  um-  für  x  =  0,^  un- 
endlich gross  wü'd,  und  für  rr  =  cxD  verschwindet. 
Leitet  man  nun  aus  den  Functionen 

fiix),  f,{x),  f._^ix),  ... 
auf  die  in  (1)  beschriebene  "Weise  die  Functionen 

F^ix),  F,{x),  F,ix),  ... 

ab  —  wobei  man,  wenn  die  Anzahl  der  cxo- Stellen  von  fix)  endlich  ist, 
F^ix)  =  f^ix)  setzen  kann,  es  wird  die  Ditferenz 

fi^^-JlF,{x) 
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für  keinen  cuilliclicn   W'crdi  von  ./    uncndlii-li  <rri»s.s,  und  (*s  ist  also 

wo  6'(.r)  wieder  eine  ganze  Function  von  j   liedeutet. 
Bringt  man 

G{x)  auf  die  Form   y^rjjx) , 

V 

in  der  Art,  dass  [/i(t),  (/Jx),  ...  ganze  und  rationale  Functionen  von  x 
sind,  so  hat  man 

fix)=y^(F,{x)-^g,(^)), 

Es  lässt  sich  also  jede  eindeutige  analytische  Function /"(o:), 
für  die  im  Endlichen  keine  wesentliche  singulare  Stelle  existirt, 
als  eine  Summe  von  rationalen  Functionen  der  Veränderlichen  jc 
dergestalt  ausdrücken,  dass  jede  dieser  Functionen  im  Endlichen 
nur  eine  oc-Stelle  hat. 

Dies  Avar  bisher  nur  fiir  die  rationalen  und  für  einige  bestimmte 
transcendente  Functionen  einer  Veränderlichen  bekannt. 


3. 

Aus  den  beiden  in  (1.  2)  entwickelten  Sätzen  leitet  man  leicht  die 
folgenden  ab. 
A.    Es  seien  gegeben 

1)  eine    bestinnnte  Grösse    r    und    eine    unendliche   Reihe    von    c 
verschiedener  Grössen: 

rtj ,   Cl.jj   (i^r    •  •  •    j 

unter  denen  keine  zwei  gleiche  sich  finden ,  und  die  der  Bedingung 

Lim.  ((y  =  c 

V  =  oo 

genügen;  und 

2)  eine  unendliche .  Reihe  rationaler  Functionen: 


n{x),f2i^-),fA')'  ■ 
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von   denen  f^ (a)   nur  an   der   Stelle  (x  =  a^)  unendlich   gross 
wird ,  und  für  x  =  c  verschwindet. 

Dann  lässt  sich  stets  eine  eindeutige  analytische  Function 
F(x)  mit  der  einen  wesentlichen  singulären  Stelle  c  bilden, 
welche  nur  an  den  Stellen  a^ ,  a., ,  a.^ ,  . . .  gleich  c>o  wird ,  und 
zwar  so,  dass 

Fix)-f,ix) 

an  der  Stelle  (x  -=  a,j)  einen  endlichen  A\'erth  hat. 

Diese  Function  F{x)  kann  dargestellt  werden  in  der  Form 

oo 
V  =  l 

WO  F^(x)  eine  in  der  Form 

ausdiiickbare  rationale  Function  bezeichnet. 

B.  Jede  eindeutige  analytische  Function  f(x)  mit  nur  einer 
wesentlich  singulären  Stelle  c  lässt  sich  als  eine  Summe  von 
rationalen  Functionen  der  Veränderlichen  x  dergestalt  aus- 
drücken, dass  jede  dieser  Functionen  nicht  mehr  als  eine  von  c 
verschiedene  co-Stelle  hat. 

Diese  Sätze  ergeben  sich  aus  den  in  (1,  2)   bewiesenen,   wenn  man 


X  —  c 


setzt,  und  dann  /(.r)  als  Function  von  x'  betrachtet. 

Der  Satz  B  reiht  sich  den  in  §§2,  3  meiner  oben  augeführten  Ab- 
handlung entwickelten  Sätzen  an. 


VhoY  einen  fuiictiMiientlicoretiselien  SiUz  des  lleirn  (i     Mi(f«p- Li-fflcr.  H.'i 


4. 

In  (kr  jivnaiinteii  Aliliaiulliuijj;  habt'  ich  (§  7)  für  eine  ciiidrutij^c 
analytii^fhe  Function  einer  Yeiändeiliclien  .r  mit  n  wcscnt liehen  siiif,Mi- 
lären  Stellen  (cj .  ...  c^^)  zwei  allgemeine  Ausdrücke  aufgestellt,  nändich 


1) 


n 

y  I  Gn-hX  i  — ) 


jz*(a) , 


wo  Ji*{.r)  eine  rationale  Function  von  .->•,  die  nur  an  den  Stellen  Cp  . . .  c^^ 
Null  und  unendlich  oross  wird,  bedeutet. 

bezeichnet  man  mit  F{.c;  c)  eine  eindeutige  analytische  Function 
von  .(•  mit  der  einen  wesentlichen  singulären  Stelle  c,  so  lässt  sich  der 
Ausdruck  (2)  auf  die  Form 

/) 
2  a)    n^>A^''  O 

bringen. 

Nun  stellt  aber  auch  der  Ausdiiick 

» 
3)       2  F,(x;  c) 

eine  eindeutige  Function  mit  n  wesentlichen  singulären  Stellen  (<•,.  .  .  .  r^^) 
dar ;  es  konnte  aber  mit  den  in  der  genannten  Abhandlung  angewandten 
Hulfsmitteln  nicht  bewiesen  werden,  dass  jede  solche  Finicli..n,  wie  ich 
jetzt  mit  Hülfe  des  Satzes  (3.A)  zeigen  will,  in  der  V(.rstehen(K'n  Form 
(3)  ausgedrückt  werden  kann. 

Es  sei  /(a)  irgend  eine  Finidi<»n  von  der  in  J\e<le  stt-heiuU'n  I5e- 
schafteuheit,   so  zerlege  man 'das  (jlebiet  der  X'eränderlichen  ./;  dergestalt 
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in  n  Tlieile,  dass  im  Innern  eines  jeden  eine  der  Stellen  Cp  ...  c^^  liegt, 
nnd  zngleicli  an  der  Grenze  zwischen  zwei  Theilen  F{x)  überall  einen 
endlichen  Werth  hat.  Derjenige  Theil,  in  welchem  c.  liegt,  werde  mit 
C\  bezeichnet.  Angenommen  nun,  es  enthalte,  für  einen  bestinnnten  Werth 
von  X,  Cj  unendlich  viele  ausserwesentliche  singulare  Stellen  der  be- 
trachteten Function: 

so  darf  vorausgesetzt  werden,  es  seien  dieselben  so  geordnet,  dass 

Lim.  «J  *  =  c-^ . 

Bestimmt  man  dann  eine  Reihe  rationaler  Functionen 

dergestalt,  dass /' J^" (rr)  nui-  an  der  Stelle  {x  =  af^^)  unendlich  gross  wird, 
die  Differenz 

aber  an  derselben  Stelle  einen  endlichen  AVerth  hat,  und  überdies  f^!^'\x) 
füi'  X  =  c  verschwindet ;  so  lässt  sich  nach  (3 ,  A)  eine  eindeutige  Function 
F^  \x)  mit  der  einen  wesentlichen  singulären  Stelle  c^  herstellen,  welche 
nur  an  den  Stellen  a[\  «!'',  ii^\  ...  unendlich  gross  wird,  und  zwar  so, 
dass  die  Differenz 

F''\x)-f%) 

an  der  Stelle  {x  =  a^^'^)  einen  endlichen  AVerth  hat.  Daraus  folgt  dann, 
dass  die  Function 

fix)  -  f''\x) 

im  Innern  und  an  der  Grenze  von  C^  ausser  c^  keine  singulare  Stelle 
besitzt. 


Enthält  ferner  C^    nur  eine  endliche  Anzahl  ausserwesentlicher  sin- 


gulärer  Stellen  der  Function  F{x). 


Über  einen  t'iiinlinniMillu'nictisclien  Satz  dts  llcnii  (i.  .Mitta^j-Li-rtlor.  <>'> 

yo  «etze  mau 

i'n.^)-^/fV)+/fV)  -  •••' 

AV(.  die  Kiiiict innen /j'^(a-),  ff\x),  ...  (licsellu',  Hedtnituii-  li;il..'ii  wir  vuihin, 
^fo  wild  F"\ir)  mii-  an  den  Stellen  a^'\  a^^'\  ...  unendlich  gj-oss,  und  <'S 
besitzt  aiu-li  in  diesem  Falle  die  Function 

im   luneiu  uiul  an  der  Grenze  von  C^  ausser  c,  keine  singulare  Stelle. 

In   dem   Falle  endlich,    wo    C,    keine   ausserwesentliclie    Stelle    der 
Function  /(a)  enthält,  setze  man 

F^'\x)  =  0 . 

Sind  auf  diese  AVeise  die  Functionen  F^\a),  ...  _F""(ä)  bestinmit,  so  ist 
der  Ausdruck 

eine  eindeutige  Function  von  x,  die  keine  anderen  (wesentlichen  oder 
ausserwesentlichen)  singulären  Stellen  als  q,  ...  c,j  besitzt,  und  somit 
(nach  §  5  der  g.  Abhdlg.)  iu  der  Form 

dargestellt  werden  kann ,  avo  G^  (  ._  ,)  ^i"^  ganze  F 

bezeichnet. 

Setzt  man  nun 


1 
unctiun  von 

X  —  t\ 


SO  ist 


).=i 
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Da  die  Fimctioneii  F^^'\x),  GJ -\   im  Gebiete  der  Yeräiiderliclien  x 

\x     c^/ 

keine  von  c^  verscliiedeiie  wesentliche  singulare  Stelle  besitzen,  so  gilt 
dies  auch  von  der  Fnnction  f[(x;  r.);  für  diese  aber  ist  in  Folge  der 
Voraussetzung,  dass  F{x)  n  wesentliche  singulare  Stellen  besitze ^  c^  noth- 
wendig  eine  solche  Stelle. 

Zu  bemerken  ist,  dass  nicht  zwei  der  Functionen 

f^{x\  q),  ...  4(^;0 

eine  gemeinschaftliche  cxs- Stelle  haben. 

Der  im  Vorstehenden  mit  Hülfe  des  in  (1)  mitgetheilten  Mittag- 
Leffler' sehen  Theorems  begründete  Satz  ist  in  meiner  Abhandlung 
bloss  für  den  Fall  bewiesen  worden ,  avo  die  Function  F{x)  ausserwesent- 
liclie  singulare  Stellen  entweder  gar  nicht  oder  nur  in  endlicher  Anzahl 
besitzt.     (S.  §  5  d.  g.  Abhdl.) 

Stellt  man  jede  der  Functionen  i\{x\r^)  in  der  oben  (3 ,  B)  an- 
gegebenen Gestalt  dar,  so  ergiebt  sich  ein  neuer  allgemeiner  Ausdruck 
einer  eindeutigen  analytischen  Function  f{x)  mit  einer  endlichen  Anzahl 
singnlärer  Stellen  in  der  Form  einer  unendlichen  Reihe,  deren  Glieder 
sämmtlich  rationale  Functionen  der  Veränderlichen  x  sind.  Diese  Reihe 
convergirt  gleichmässig  für-  alle  Werthe  von  x,  A\'elche  einem  Bereiche 
angehören,  der  weder  im  Innern  noch  an  der  Grenze  eine  der  singulären 
Stellen  der  Function  /'(a;)  enthält. 


Zur  Functiononlchre. 

Aus  dem  Mouatsbericlit   der  Küiiigl.  Akademie   der  Wisseuscliaften   zu 
Beiiiu  vom  August  ISöO. 


Zur  FuneJioiKMili'lire. 


Alis  dein  Monatsbci'idit  der  Kiiiiigl.  Akademie   der  Wisseiiscliaften  zu  Berlin  vom 

Aiiaust  1880. 


im  Naclistelienclen  theile  icli  einig-e  auf  unendliche  Reihen,  deieii 
(ilieder  rationale  Functionen  einer  Veiänderliclien  sind,  sich  beziehende 
Untersuchungen  mit,  welche  hauptsächlich  den  Zweck  haben,  gewisse, 
bisher  —  so  viel  ich  weiss  —  nicht  beac'htete  Eigenthiimlichkeiten ,  die 
solche  Reihen  darbieten  können  und  deren  Kenntniss  für  die  Functioncn- 
lehre  von  AVichtigkeit  ist,  klar  zu  stellen. 


Es  seien  unendlich  viele  rationale  Functionen  einer  Veränderlichen  x 
in  bestimmter  Aufeinanderfolge  gegeben: 

/o(^),  AC^),  /2(^),  ••• 
Die  Gesammtheit  derjenigen  AVerthe  von  x ,  fiii'  wclclic  di(^  Kcihe 

oo 
V  =  0 

einen  endlicluai  Weith  hat,  nenne  icli  dm  Convcrgenzbereich  die.^er 
Reihe.  Lässt  sich  ferner  für  eine  bestinnnte  Stelle  a  dieses  Bereichs 
eine  positive  Grösse  p  so  annelniieii.  dass  die  Reihe  fiir  di«-  dei-  Bedingung 

I  a;  —  «.  I  ^  p 
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entsprechenden  Wertlie  von  x  gleichmässig  *)  convergirt,  so  will  ich 
sagen,  die  Reihe  convergire  gleichmässig  in  der  Nähe  der  Stelle  a.  Die 
Grösse  p  hat  dann  eine  obere  Grenze;  ist  diese  B,  so  möge  —  in  Be- 
ziehung auf  die  betrachtete  Keihe  —  die  Gesammtheit  derjenigen  Werthe 
von  ic,  für  welche 

\x  —  a\<  R 

ist,  die  Umgebung  von  a,  und  R  deren  Halbmesser  genannt  werden. 
Nimmt  man  in  dieser  Umgebung  eine  Stelle  beliebig  an,  so  ist  klar, 
dass  auch  in  der  Nähe  der  letztei-en  die  Reihe  gleichmässig  convergirt. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gesannntheit  der  Stellen,  in  deren  Nähe 
die  Reihe  gleichmässig  con vergilt,   in  der  Ebene  der  Veränderlichen  x 


*)  Eine  nneiuUiclie  Reihe 


2/:,, 


(leren  Glieder  Fiinctionen  beliebig  vieler  Veränderlichen  sind,  convergirt  in  einem 
gegebenen  Theile  (B)  ihres  Convergeuzbereichs  gleichmässig,  wenn  sich  nach  Annahme 
einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  8  stets  eine  ganze  Zalil  m  so  bestimmen  lässt, 
dass  der  absolnte  Betrag  der  Summe 


2/-.. 


für  jeden  Wertb  von  n ,  der  ^  m ,  und  für  jedes  dem  Bereiche  B  angehörige  Werthsj-stem 
der  Veränderlichen  kleiner  als  S  ist.  Soll  die  Reihe  in  demselben  Bereiche  zugleich 
unbedingt  convergent  sein,  d.  h.  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  denselben  Werth 
haben,  so  muss  es.  wie  man  auch  5  annehmen  möge,  stets  möglich  sein,  aus  der  Reihe 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  so  auszusondern,  dass  die  Summe  von  beliebig  vielen 
der  übrigbleibenden  für  jedes  der  betracliteten  Werthsysteme  der  Veränderlichen  kleiner 
als  S  ist.  Diese  Bedingung  ist  sicher  erfüllt,  wenn  es  eine  Reihe  bestimmter  positiver 
Grössen 

giebt,  für  die  sich  feststellen  lässt,  dass  an  jeder  Stelle  des  Bereichs  B 

\f-A^9'>,  (V  =  0,...oo) 


\mä  die  Summe 


Zj^v 


einen  endlichen  Werth  hat.  —  Aus  der  gegebenen  Definition  der  gleichmässigeu  Con- 
vergenz  folgt  u.  A.  unmittelbar,  dass,  wenn  die  betrachtete  Reihe  in  mehreren  Theilen 
ihres  Convergenzbereichs  gleichmässig  convergirt,  dasselbe  auch  für  den  aus  diesen 
Theilen  zusammengesetzten  Bereich  gilt. 
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durch  eine  einfaclie*)  Fläche  repräsentirt  wird,  wclclie  al)ei'  aus  melirercu, 
von  einander  j^-etrennten  Stücken  hestehen  kann. 

Anocnonnnen  nändicli,  es  gehe  iihcrlianpt  Stellen  dei'  in  R(!(le  .stehenden 
Art,  deren  Geisannntheit  mit  A  hezeichnet  werde,  so  denke  man  sich 
eine  von  ihnen  willkürlich  angenommen,  in  der  Umgehung  dersell)en  eine 
heliehige  zweite,  in  der  Umgehung  dieser  eine  diitte,  u.  s.  w.  Die  Ge- 
sammtheit  der  Stellen  von  Ä,  zu  denen  man  auf  diese  Weise  gelangen 
kann,  ist  dann  ein  in  der  Ehene  der  Grösse  x  durch  ein  zusannneii- 
hangendes  Stück  derselben  repräsentii-tes  Continuum  (Ä^) ,  dessen  Begrenzung 
aus  einzelnen  Punkten,  aus  einer  oder  aus  mehreren  Linien,  und  auch 
aus  einzelnen  Punkten  und  Linien  zugleich  bestehen  kann.  Mi3glicher\veise 
existiren  nun  ausserhalb  Ä^  noch  Stellen  von  Ä ,  dann  giebt  es  mindestens 
noch  ein  zweites  Continuum  (.4^)  von  derselben  Beschaffenheit  wie  J,,  das 
ebenfalls  ein  Bestandtheil  von  Ä  ist  und  mit  ^j  keine  Stelle  gemein- 
schaftlich hat  —  was  jedoch  nicht  ausschliesst ,  dass  die  Begrenzungen 
von  Ä^  und  4?  theilweise  oder  ganz  zusammenfallen.  Existiren  ferner 
noch  Stellen  von  Ä,  die  weder  in  Ä^  noch  in  A.,  liegen,  so  giebt  es 
mindesteiis  noch  ein  drittes  Continuum  (^3)  von  derselben  Beschaffenheit 
\vieA^,A.y,  das  gleichfalls  ein  Bestandtheil  von  J.  ist  und  mit  den  1)eiden 
ersten  keine  Stelle  gemein  hat.     U.  s.  w. 

Nachdem  so  festgestellt  ist,  wie  der  Bereich  A  möglicherweise  ge- 
staltet ist,  kann  leicht  an  Beispielen  gezeigt  werden,  dass  die  angegebenen 
vei'schiedenen  Fälle  auch  wirklich  voi'kommen.  Es  genügt  hier  die 
beiden  Reihen 


v=o  v=o    "^    '  "^-      "^ 


anzuführen.  Flu-  die  erstere  bilden  den  Bereich  A  alle  diejenigen  "Wert he 
von  X,  die  ihrem'  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  sind,  für  die 
anderen  ausser  denselben  Werthen  auch  alle  diejenigen,  die  ihi-em  absoluten 
Betrage  nach  grösser  als  1  sind;  es  besteht  also  A  in  dem  ersten  Falle 
aus  einem  zusammenhangenden  Stücke,  in  dem  anderen  aus  zwei  solchen 
Stücken,  die  keine  Stelle  gemein  haben.  Beispiele  von  Reihen  der  liier 
betrachteten  Art,  für  welche  der  Bereich  .1  aus  mehr  als  zwei  Stücken 
besteht,  werden  später  vorkommen. 

Es  ist  ferner  noch  Folgendes  nachzuweisen. 

Angenommen,  es  convergire  die  betrachtete  Reihe  gleichmässig  iu 
der  Nähe  jeder  Stelle ,  die  im  Lmern  oder  an  der  Grenze  eines  gegebenen 


*)  d.  h.  eine  Fläche,  die  durch  keiutii  Punkt  uahr  als  einmal  hiiulurcbgebt. 
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zusammenliangenden  Bereichs  (B)  liegt,  so  coiivergirt  sie  aucli  in  dem 
ganzen  Bereiche  gleichmässig. 

Sind  a,  a'  irgend  zwei  Stellen  des  Bereichs  A,  von  denen  a'  in  der 
Umgebung  von  a  liegt,  und  ist  B  der  Halbmesser  der  letzteren,  D  =  j  a'  —  a  \ 
der  Abstand  der  beiden  Stellen ,  so  folgt  aus  den  gegebenen  Definitionen 
unmittelbar,  dass  der  Halbmesser  (B')  der  Umgebung  von  a'  nicht  kleiner 
als  B  —  D  sein  liann.  Ist  D-^iB,  so  ist  also  B'^iB,  und  es 
liegt  a  in  der  Umgebung  von  a' ;  mithin  muss  B^B'  —  D  sein ,  B'  also 
zwischen 

B-D  und  BD 

liegen.  Wenn  dalie)-  die  Stelle  a  in  A  ihre  Lage  stetig  ändert,  so  ändert 
sich  auch  der  zugehörige  Werth  von  B  stetig.  Daraus  folgt  weiter, 
dass  die  untere  Grenze  B^  derjenigen  Wertlie  von  7^,  die  diese  Gi'össe 
im  Bereiche  B  annehmen  kann,  mindestens  an  einer  im  Innern  oder  an 
der  Grenze  dieses  Bei*eiches  liegenden  Stelle  wirklich  erreicht  wird,  und 
dass  daher  B^  nicht  gleich  Null  ist.  Deshalb  kann  B  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Theilen  dergestalt  zerlegt  werden,  dass  in  jedem  einzelnen 
Theile  der  grösste  Abstand  zweier  Stellen  kleiner  als  B^  ist.  Jeder 
solcher  Tlieil  liegt  dann  ganz  in  der  Umgebung  einer  in  ihm  willkürlich 
angenommenen  Stelle;  für  die  demselben  angehörigen  Werthe  von  x  con- 
vergirt  also  die  betrachtete  Reihe  gleichmässig,  woraus  nach  dem  oben 
Bemerkten  die  Richtigkeit  des  ausgesprochenen  Satzes  sich  unmittell)ar 
ergiebt. 

Eine  Reihe  der  in  Rede  stehenden  Art  kann  so  beschaffen  sein, 
dass  sie  in  der  Nähe  jeder  im  Innern  ihres  Convergenzbereichs  liegenden 
Stelle  gleichmässig  convergirt.  Im  Folgenden  werde  ich  ausschliesslich 
Reihen  von  dieser  Beschaffenheit  untersuchen.  Wenn  man  nämlich  von 
der  Reihe 

v=o 

nur  weiss,  dass  es  im  Gebiete  der  Veränderlichen  x  einen  zusammen- 
hangenden Bereich  giebt ,  in  welchem  die  Reihe  convergirt ,  so  lässt  sich 
daraus  allein  nicht  einmal  folgern ,  dass  ihr  Werth  in  demselben  Bereiche 
eine  stetige  Function  von  x  sei.  Macht  man  aber  die  angegebene  Vor- 
aussetzung, so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Reihe  in  jedem  der  im 
Vorstehenden    definirten    Stücke    {A^,  . . .)    ihres    Convergenz- 


Zur  Fmiclidiitnlilirc.  7^> 

hereiclics  im  Alliiciiiciiicn  ciiifii  ciiKlciil  iLim  Zuci^  ciiifr  inunu- 
geiien  analytischen  Function  von  ./ .  nml  in  iM-sonilcm  K;illt'n 
eine  solche  Function  vollstäinlifj,-  (larstclll. 

Hierzu    ist   ein   IliiHssat.z    eitorderliih.    den    icli    znniiflist    antiilin-n 
mu\  beweisen   will. 


2. 

„Es  seien  unendlich  viele  Potenzreihen  einer  Veränderlichen  x,  welche 
Potenzen  dieser  Grösse  mit  ganzen,  positiven  und  negativen  Exponenten 
in  helit'hioei-  Anzald  enthalten,   in  hcstimmter  Aufeinanderfolge  gegeben: 

nnd  es  sei  m(»glicli.  zwei  reelle  Grössen  1\,  li' .  von  denen  R'  -  R.  R  0 
ist,  so  anzunehmen,  dass  für  die  der  Bedingung 

R^\x\-<R' 

entsprechenden  Werthe  von  x  nicht  mir  jede  einzelne  der  gegebenen 
Reihen,  sondern  auch  die  Summe 

V  =  ü 

convergirt.  und  zwar  die  letztere  für  alle  diejenigen  Werthe  der  Ver- 
änderlichen, die  denselben  absoluten  Betrag  haben,  gleichmässig.  Dann 
hat,  wenn 

der  Coefficient  von  x^  in  Pv(^)  i^^?  ^^^^  Summe 

oo 
V  =  0 

für  jeden  Werth  von  |jl  einen  bestinmiten  endlichen  AVerth.  der  mit  .-Ij^ 
bezeichnet  werde ,  und  es  lässt  sich  zeigen,  dass  für  jeden  Werth  von  .r, 
dessen  absoluter  Betrag  grösser  als  R  und  kleiner  als  A"  ist.  dii-  li.-ihe 


V 


A^jJ' 
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convergirt  und  die  Gleicliung 

V  =  0  1-t 

bestellt." 

Es  sei  r  irgend  eine  bestimmte,  zwisclien  R  und  R'  entlialtene 
positive  Grrösse,  und  Ji  eine  beliebige  andere,  so  kann  in  Folge  der 
hinsiclitlicli  der  Convergenz  der  Reihe 

.  oo 

V  =  U 

gemachten  Voraussetzung  eine  ganze  positive  Zahl  m  so  angenommen 
werden,  dass  für  jeden  Werth  von  oc,  dessen  absoluter  Betrag  ghMch  r 
ist,  und  für  jede  ganze  Zahl  n,  die  "^  m,  der  absolute  Betrag  der  Summe 

CO 

kleiner  als  U>\  und  deshalb  für  jede  Zahl  n' ,  die  >  7i, 


ist.     Man  hat  aber 

n' 


2^vW=i:i2:4'-=^'i. 


und  es  ist  deshalb  nach  einem  bekannten  Satze  für  jeden  ganzzahligen 
AVerth  von  (x 

itK'l-^ '■->-"■ 

Demgemäss  hat  die  Summe 

oo 

v=o 

einen  bestimmten  endlichen  Werth,  der  mit  A^  bezeichnet  werde. 
Nun  nehme  man  zwei  positive  Grössen  r^,  r.,  so  an,  dass 

B  <:  r-j  <::  r  '^  /^  <c  R^ , 
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SO  kann  man  der  Zahl   >/  einen  snlclim    Wrrlli  <j:rli.'n,   dass 


11 

|(V) 


auch  kh'iner  als  jcdo  der  l)eiden  (flössen 
ist;  woraus  folgt: 

CO 


S4"|25''-'7"- 


v  =  ?i 


Hiernach  hat  man ,  wenn 


«  —  1 


f^)    __      ,1'  ''V^        ,'VI       _       iM 


S-C-^.  2.4;: 


II- 


gesetzt,  und  der  Veränderlichen  x  ein  Werth,   dessen  absoluter  Betrag 


gleich  r  ist,  beigelegt  wii'd. 


|i  =— 1  |x=— In'i/ 

I  =A  11=/.       \'  •>  / 


und  somit 


Die  Reihe 


1^=0  (1  =  0 

-j-oo 


2-j;.'-" 


ist  also  unbedingt  convergent,  und  da 


V=0  H 
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SO  gilt  dasselbe  auch  von  der  Keihe 
Man  liat  ferner 


1^ 


v=ü 

und  somit 


2  p,(.r)  -  2  A,. «" = 2  ^v(x)  -2  A';  X" , 


V  =  0  \l  12 

Da  man  nun  für  jeden  bestimmten  AVerth  von  x,  dessen  absoluter  Betrag 
(r)  zwischen  7t  und  7»!'  enthalten  ist.  zunächst  i\,  i\,  der  angegebenen 
Bedingung  gemäss,  und  dann  /.•  so  annehmen  kann,  dass 


r  —  r,      r.,  —  r 


kleiner  ist  als  eine  beliebige  gegebene  Grösse,  so  folgt,   dass  für  jeden 
der  Bedingung 

R<c\x\<:  R' 

entsprechenden  "Werth  von  ./•  nicht  mir  die  Reihe 


convergirt,  sondern  au('h  die  Gleichung 


besteht;  w.  z.  b.  w, 
Es  sei  jetzt 


2^,^''^^2aC'^-) 


F(x)=2a^) 


irgend  eine  Reihe  von  der  am  Schlüsse  des  §  1  angegebenen  Beschatfen- 
heit,  und  es  werde  mit  A'  eines  der  Stücke  bezeichnet,  aus  denen  nach 
der  vorangegangenen  Auseinandersetzung  der  Convergenzbereich  der  Eeihe 
besteht. 
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Niiniiit  man  daiiii  in  .1' eine  Stelle^,,  willkiirlifli  an,  \\\u\  lir>rlii;iiikl 
die  V^eräiiderliche  x  auf  die  l  inucbiui^;'  \i>\\  <',,,  so  lässt  sidi  nii-Iil  nur 
jede  der  Functionen  /v(^),  sondern  nach  dem  vorliergrlicndfii  Satze  auch 
die  Summe  dei'sell)en  dni'cli  eine  irewölndiclie  Potcnzicilic  von  ./•  —  a^^,  die  mit 

bezeichnet  werde,   und  die  icli  ein  ..Element"  dw  Function  /''(,/•)  nenne, 
ansdiücken,"*) 

Ninnnt  man  ferner  in  der  Umgebun«;-  von  d^^  eine  zweite  Stelh'  ('/,) 
an.  und  ist^j(x— «j)  das  zu  dieser  gehörige  Element  von  /''(.').  so  hat 
man  für  diejenigen  Werthe  \on  .y,  tlie  in  der  Umgebung  von  a^^  sowohl 
als  von  rtj  liegen, 


WO 

(f%(x-a,) 


ti- 


^r(^-'0  = 


clxi" 


Daraus  folgt,  dass  der  Coefflcient  von  (a- —  «j)'^  in  '4>i (•'-'- "i)  uiit  dem 
entsprechenden  Coefticienten  der  Entwicklung  von  ^^^{x  —  c^)  uach  Po- 
tenzen von  (x  —  rtj)  übereinstinnnen  muss. 

Nun  kann  man,  wenn  a  eine  beliebige  Stelle  in  .1'  ist,  zwischen  (Iq 
und  (i  eine  Reihe  von  Stellen 

rtj,    ü,,    ...   (f„ 


*)  Hierzu  beineike  ich ,  dass  uacli  dem  Satze  des  v.  i^  der  Coet'licieut  vüu  (x  —  aoT 
gleich 

ist.     Die  FuiKtiou  Fix)  hat  also  iu  .1'  AbUitungou  joder  Ordimiii,'.  uud  es  ist 

Es  ist  ferner  loiclit  zu  zeigeu,  dass  auch  die  Kcilie  auf  der  reeliteu  Seite  dieser  Glei- 
chniig  in  der  ^ähe  jeder  Stelle  von  .1'  gloiehinässig  couvergirt,  und  somit  dieselbe 
Besohaffeuheit  wie  die  gegebene  hat. 
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SO  eiusclialteu ,   dass  a^  in  der  Umgebung  von  a^^,  a.,   in  der  Umgebung 
von  «j ,  u.  s.  w.  und  scliliesslicli  a  in  der  Umgebung  von  a^^  liegt. 
Dann  hat  man,  wenn 

'^^{x  -  flj) ,  '^.,{x  -  a,) ,   ...   %^{x  -  a,^) ,  %^{x  -  a) 

die  zu  den  Stellen  a^,  a.>,  ...  0,^ ,  a  gehörigen  Elemente  der  Function  F(n) 
sind, 

|x=o  r- 

oo  X  n|X 


u.  s.  w, 

5p  (X  - «)  =  2  iC(«  -  «„)  ^'4fi^  • 

Es  besteht  also  in  dem  Bereich  A'  zwischen  den  Elementen  der  be- 
trachteten Function  ein  solcher  Zusammenhang,  dass  aus  einem  beliebig 
angenommenen  Elemente  jedes  andere  durch  ein  bestimmtes  ßechnungs- 
verfahren  abgeleitet  werden  kann.  Für  die  dem  genannten  Bereich  an- 
gehörigen  AVerthe  von  x  ist  also  die  Function  völlig  bestimmt,  sobald 
irgend  eines  ihrer  Elemente  gegeben  ist. 

Möglicherweise  erstreckt  sich,  Avenn  die  Stelle  a  der  Begi'enzung  von 
A'  hinlänglich  nahe  angenommen  wird,  der  Convergenzbezirk  der  Eeihe 
^i(x  —  a)  über  A'  hinaus.  In  diesem  Falle  (der  sogar  der  gewöhnliche 
ist)  existii'en  unendlich  viele,  suis '^^{x  —  cIq)  durch  das  beschriebene  Ver- 
fahren ableitbare  Potenzreihen  '^'(x  —  a'),  deren  Convergenzbezii'ke  ganz 
oder  theilweise  ausserhalb  A'  liegen,  und  aus  diesen  können  dann  mög- 
licherweise durch  dasselbe  Verfahi-en  wieder  andere  sich  ergeben,  welche 
in  ihrem  Convergenzbezirk  auch  Stellen  von  A'  enthalten,  aber  an  diesen 
andere  Werthe  wie  F{x)  haben.  Alle  diese  Reihen  stellen  Fortsetzungen 
der  durch  die  gegebene  Reihe  F{x)  zunächst  füi'  die  dem  Bezirk  A'  an- 
gehörigen  "Werthe  von  x  definii-ten  Function  dar;  sie  sind,  nach  der  in 
meinen  Vorlesungen  über  die  Anfangsgründe  der  allgemeinen  Functionen- 
lelire  eingeführten  Terminologie,  sämmtlich  Elemente  einer  monogenen 
analytischen  Function ,  die  eindeutig  oder  mehrdeutig  sein  kann ,  aber  als 
vollständig  definiit  zu  betrachten  ist,  sobald  irgend  eines  ihrer  Elemente 
gegeben  ist. 
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A\'('iin  der  Coiivergenzbeivich  der  Kcilic  %s(j—a),  wit«  man  ainh  ,/ 
aiiiirlmu'ii  iiiiiue,  stets  ganz  in  ,1'  entlialten  ist,  so  kann  dit;  dinrli  dm 
Ausdnick  F{.r)  für  den  Bereich  A'  delinirte  Function  iilx-r  dir  (livn/.cn 
dieses  Bereiclis  niclit  fortgesetzt  werden.  Es  stellt  also  in  diest-m  Falle 
—  der  wirklich  vorkommt,  wie  weitei-  unten  wird  gezeigt  werden  —  die 
Keüie,  wenn  die  Veränderliche  x  auf  den  Bereich  A'  beschiänkt  wiid, 
eine  eindeutige  monogene  Function  von  x  vollständig  dar. 

Hiernach  lässt  sich  das  im  Vorstehenden  Anseinandei'gesetzte  kurz 
so,  wie  am  Schlüsse  von  §  1  geschehen  ist,  zusammenfassen. 

Hieran  knüpft  sich  nun  eine  für  die  Functionenlehre  wichtige  Frage. 

Angenommen,  der  Convergenzbereich  der  betrachteten  Reihe  bestehe 
aus  mehreren  Stücken  (A^ ,  A.^, . . .),  so  ist  es  möglich ,  dass  sie  in  den- 
selben Zweige  einer  und  derselben  monogenen  Function  darstellt.  Es 
fragt  sich  nun,  ob  sich  dies  in  allen  Fällen  so  verhält.  Muss  diese 
Frage  verneint  werden,  wie  dies  wirklich  der  Fall  ist,  so  ist  damit  be- 
wiesen, dass  der  Begriff  einer  monogenen  Function  einer  com- 
plexen  Veränderlichen  mit  dem  Begriff  einer  durch  (arith- 
metische) Grössenoperationen  ausdrückbaren  Abhängigkeit 
sich  nicht  vollständig  deckt.^^)  Daraus  aber  folgt  dann ,  dass  mehrere 
der  wichtigsten  Sätze  der  neueren  Functionenlehre  nicht  ohne  AV^eiteres 
auf  Ausdrücke,  Avelche  im  Sinne  der  älteren  Analysten  (Euler,  Lagrange 
u.  A.)  Functionen  einer  complexen  A'eränderlichen  sind,  dürfen  angewandt 
■werden**). 


*)  Das  Gegentheil  ist  von  lliemanii  ausgesprochen  wordeu  (CTnindiageu  für  <Ue 
allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  coiuplexen  Grösse,  §19,  am  Schluss),  wobei 
ich  bemerke,  dass  eine  Function  eines  complexen  Arguments,  wi.'  sie  Riemann  detiuiit, 
stets  auch  eine  monogene  Function  ist. 

**)  Wenn  z.  B.  zwei  Ausdrücke 

CO  oo 

v  =  0  V— 0 

der  liier  betrachteten  Art  gegeben  sind,  und  es  lässt  sich  zeigen,  dass  es  iu  der  Nähe 
einer  bestimmten,  im  Innern  des  Couvergeuzbereichs  sowohl  des  einen  als  des  andern 
liegenden  Stelle  unendlich  viele  Werthe  von  x-  giebt,  für  welche  die  Ausdrücke  gleiche 
Werthe  haben,  so  ist  damit  festgestellt,  dass  innerhalb  eines  bestimmten  zusammen- 
hangenden Bereichs  der  Yeränderlicheu  x  die  Gleichung 

oo  oo 

V=0  V=0 

besteht;  es  lässt  sich  aber  nicht  behaupten,  dass  dieselbe  an  allen  Stelleu  des  gemein- 
schaftlichen Convergenzbereichs  der  beiden  Reihen  gelte,  wofern  nicht  der  Nachweis 
geführt  Averdeu  kann,  dass  beide  Ausdrücke  in  dem  genannten  Bereich  monogene 
Fuuctioueu  sind. 
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Ich  habe  bereits  vor  Jahren  gefunden  —  und  in  meinen  Vorlesungen 
mitgetheilt  —  dass  die  oben  angefühlte  Reihe 


°°  /       1       \ 


deren  Convergenzbereich  aus  zwei  Stücken  besteht,  zwei  verschieden 
monogene  Functionen,  und  zwar  eine  jede  vollständig  darstellt. 

Ist  nämlich  a;^  irgend  ein  Werth  von  x,  der  den  absoluten  Betrag 
1  hat,  so  lässt  sich  —  mit  Hülfe  von  Sätzen,  welche  die  Theorie  der 
linearen  Transformation  der  elliptischen  ^--Functionen  liefert  —  zeigen, 
dass  sich  sowohl  unter  denjenigen  Werthen  von  x,  für  die  \x\-^l,  als 
auch  unter  denen ,  für  die  \x\::^  1,  in  jeder  noch  so  kleinen  Umgebung 
von  Xq  solche  finden,  für  die  der  absolute  Betrag  von  jP(.7;)  jede  beliebig 
angenommene  Grösse  übertritft.  Daraus  folgt  sofort,  dass  die  Reihe  in 
jedem  der  beiden  Stücke  ihres  Convergenzbereichs  eine  Function  darstellt, 
die  über  die  Begrenzung  des  Stückes  hinaus  nicht  fortgesetzt  werden  kann. 

Es  blieb  indessen,  obwohl  dies  eine  Beispiel  zur  Erledigung  der  in 
Rede  stehenden  Frage  ausreichte,  noch  ein  Bedenken  übrig. 

Die  beiden  durch  die  angeführte  Reihe  ausgÄlrückten  Functionen 
stehen  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung  zu  einander,  indem 

F{x-')  =  F{x) 

ist.  Es  war  daher  der  Gedanke  nicht  abzuweisen,  ob  nicht  überhaupt 
in  dem  Falle,  wo  ein  arithmetischer  Ausdruck  F(x)  in  verschiedenen 
Theilen  seines  Geltungsbereichs  verschiedene  monogene  Functionen  der 
complexen  Veränderlichen  x  darstellt,  unter  diesen  ein  noth wendiger 
Zusammenhang  bestehe,  der  bewii-ke,  dass  durch  die  Eigenschaften  der 
einen  auch  die  Eigenschaften  der  andern  bestimmt  seien.  Wäre  dies  der 
Fall,  so  würde  daraus  folgen,  dass  der  Begriff  der  monogenen  Function 
erweitert  werden  müsste. 

Um  jeden  Zweifel  über  diesen  Punkt  zu  beseitigen ,  habe  ich  mir  die 
Aufgabe  gestellt,  einen  Ausdruck 

oo 

v  =  o 

von  der  hier  angenommenen  Beschaffenheit,  der  den  folgenden  Bedingungen 
genüge,  zu  bilden:    Der  Convergenzbereich  der  Reihe  soll  aus  n  Stücken 
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(.•Ij,  .1^,,  . .  .  AJ,  wie  sie  ül)eii  dcHiiirt  worden  sind,  bestellen,  und  es  soll 

F(x)  in  .4,  gleich  F^(or),  in  .1,  gleich  FJ.r) in  J,,  gleich  FJ.r)  sein. 

wo  i^,(r),  F.Xx),  . . .  F,,(i/)  willkiiilich  anzunelnnende,  für  das  jraii/.c 
Gebiet  der  Veränderlichen  ^- ,  mit  Ausnahme  von  «-inzflnen  Stellen,  detiniil«- 
eindeutige  und  monogene  Functionen  bedeuten. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  stelle  ich  zunächst  einen  Ausdruck  vnn 
der  angegebenen  Form  her,  welcher  in  der  Nähe  jeder  Stelle,  wo  (h-r 
reelle  Theil  von  x  nicht  gleich  Null  ist,  gleichmässig  convergirt  und  den 
Wertli 

+  1  oder  -  1 

hat,  jenachdem  der  reelle  Theil  von  x  positiv  oder  negativ  ist.  Formeln, 
die  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vorkommen,  führen  zu 
einem  solchen  Ausdruck.  Bei  der  nachstehenden  Herleitung  desselben 
habe  ich  jedoch  absichtlich  aus  der  genannten  Theorie  nichts  vorausgesetzt. 


4. 

Nimmt    man   zwei    endliche    und    von    Null    verschiedene    complexe 
Grössen  (to.co')  so  an.  dass  der  reelle  Theil  des  (^)uotienten 

w' 

03/ 

nicht  gleich  Null  ist.  und  versteht  unter  v.v'  unbeschränkt  veränderliche 
ganze  Zahlen,  so  hat  bekanntlich  die  Sunnne 


S' 


—  3 

2  V  0)  —  2  v'  ü)'  I 


einen  endlichen  Werth.  wenn  bei  der  Summation  dasjenige  Glied,  in 
welchem  v.v'  beide  gleich  Null  sind,  fortgelassen  wird^'j.  Es  stellt 
deshalb  —  wie  in  §  2  meiner  Abhandlung  über  die  eindeutigen  Functionen 
gezeigt  worden  ist  —  die  Reihe 

i-y'i         '      -C ^ Vi, 

X       r^.  '  "    -  -  '^  w  -  2  v'  0)'   \  2  V  0)  —  2  v'  (.')'  }  \ 


*)  DuR-li  ilas  (lern  i:  Ix-igefügte  Zeichen  (')  soll  hier  niul  im  Folgenden  darauf 
liiugewieseu  werden,  da^is  nnter  den  Werthen,  die  der  Ausdruck  unter  dem  Sunuuen- 
zeithen  annelimeu  kann,  sich  einer  rindet,  der  =co  ist  und  bei  der  Summation  fortge- 
lassen Averden  muss. 

6 
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welche  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  denselben  Werth  hat,  eine 
eindeutige  analytische  Function  der  Veränderlichen  it  —  mit  der  einen 
wesentlichen  singulären  Stelle  co  —  dar,  welche  Function  hier  mit 

'\i  { n  .  w .  w') 
bezeichnet  werden  möge. 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichungen: 

%Q,igu%  =  — hy',  ( \ — I ' 

^  u     -^  VH  — V       vy 

Ti(ctg/f  TT  —  cotgrtTi;)  =y^  I )?    wenn   a   keine    ganze    Zahl, 

lässt  sich  der  vorstehende  Ausdruck  von  -];(??,  co,  w')  folgendermassen 
umgestalten. 

Es  ist 

4.(.,co,a)')==-^-T^yV ' — ^ — + — - — ^.V 

"      rt' V«  — 2vü)  —  2v'w'      2v(0  +  2v'a)'       (2vw  +  2v'ü)')'/ 
Die  Summe  aller  Glieder  dieser  Eeihe,  in  denen  v'  =  0,  ist: 


71      ^    im         TZ- 
— i  =  —  ctg ! :,ll. 


Ferner  die  Summe  aller  Glieder,  in  denen  v'  einen  bestimmten,  von  Null 
verschiedenen  AVerth  hat: 


iL  V 


\J  J  -i  W       V      \ u  V 


2  0)  -tjJ  l    u  —  2  v'  to' 

^  2  CO 


1     /   ,     ?f-  — 2v'0)'  ,     V'w'     \  11-11 

=   (  ctg TC  -f  ctg Tt  )  H ,   ,     ,     . 

2^A    "20)  ^    0)      y      40)^irC-^'^  tt) 
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Man  liat  also 

'];(/^  (.),(.)' )  ctg  ;  >,    (ctg  ;:     ,     ,.    ,r  7^) 

2(0       ®    (0  20)'^    V     "  'J(0  "      (1)         7 

\  -^       ^  V   w       /  /      4(1) 

oder  auch,  wenn  man  unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  versteht,  und 

^  ^  ~      TV)  +  ö  X  «1»       (       -  ^     I 


setzt, 


'hin  .(.0.  (O')  ^     

^^  ^         (0  2(0 


^    ut:        ~    xn  /  .    n— 2;^(o'  ,     ^(  — 2?ho'    \ 

ctg h  — —   >  ,  (  ctg 7:  +  ctg 71  ) , 

^   (0         2(3)  ^\    ^2(0  ^       2(1)  / 


Aus  (lieser  Gleichung  ergieht  sich: 


'\)(h  -t-  -2(0,  (0.  (1)')  =  'ji(n,  (0,  (o')  -r  2r/ . 

Setzt  man  u  =  —  (o,  und  bemerkt,  dass  ^{j(?r,  (o,  (o')  eine  ungrade  Function 
von  n  ist  und  für  /t  =  —  to'  nicht  =  oo  wird,  so  giebt  die  vorstehende 
Gleichung 

yj  =  4^((o,  to,  to')  , 

und  man  erhält  also  aus  der  vorhergehenden  Gleichung,  wenn  mau 

u  =  Ü)' 

setzt, 

(0''|)((0,  (0,  to')  —  (0'jl(tO',  (0,  0)') 

--T^tg-oT-TSi^tg^-^-TX-ctg^        r.). 
Man  hat  alier,  wenn  ;;/  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist, 

-ctg  ;       ,     >,(ctg^ ; ^-Ctg ^^ -IZ)—  .,   ^t(-,  .,  "  J 

W  2  ,--J A     °  2(0  °  2(0  /  -  -^'^ 
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es  ist  also  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  vorhergehenden  Gleichung 
gleich  der  Grenze,  der  sich 


71    ^    (2w  +  l)w' 

¥"'8 oT— '^ 


(2m  +  i)to'  ^ 

(2m  +  i)o)' 

; 51 

■kI 

(2W+l)ü)' 

; n 

(2m  +  i)ö)' 

; TZ 

2 

fül 


nähert,  wenn  m  unendlich  gross  wird.    Diese  Grenze  aber  hat  den  Werth 

-g-  oder   -  -2"  , 

jenachdem  der  reelle  Theil  von  --^  positiv  oder  negativ  ist. 

Es  geht  ferner  aus  dem  ursprünglichen  Ausdi'uck  von  '^{u,  w,  to'), 
da  derselbe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  gleichzeitig 

v'  für  V,  und  —  v  für  v' 
setzt,  die  Gleichung 

'!•(/(,  CO,  w')  -=  'M")  w'?      w) 
hervor.     Man  hat  also: 

71 '/ 
tO''j((tO,  W.  CO')  —  0)'|i((0',  to',    —  w)  =  ± -^  , 

wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  der  reelle  Theil 
von  — r  positiv  oder  negativ  ist. 

Es  gilt  ferner,  wenn  c  eine  beliebige  Grösse  ist,  die  Gleichung 
tp(H,  0),  0)')  =  c'^{cn,  CO),  reo')  , 
woraus  sich,  wenn  c  =  —  gesetzt  wird, 

.Wco,co,o.O-^'J'(l,l,^) 
ergiebt.     Ebenso  ist 

und  man  hat  also 


w'    ,  /  (0'\       w/  ,  /  w\ 


7t 
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Setzt  iiKiii  nun 

0)'    _ 

so  class  X  eine  coniplexe  Grösse  ist,  welc^he  jeden  Weith,   dessen  i-eeller 
Tlieil  nicht  gleich  Null  ist,  annehmen  kann,  und 

xw-f'K..>,-/)+4'i(.,K;), 


so  ist 


71  ,^,   Vi  -  2V  -  2v'  x-^  1)  (2 V  -^  2v'a-l  })-) 


+ 


ein  in  der  Form  einer  unendlichen  Reihe,  deren  Glieder  sämmt- 
lich  rationale  Functionen  von  a:  sind,  dargestellter  Ausdruck 
und  hat  den  Werlh 

-r  1  oder  —  ]  , 

jenachdem  der  reelle  Theil  von  x  positiv  oder  negativ  ist. 

Man  nehme  nun  im  Gebiet  der  Grösse  x  einen  ganz  im  Endlichen 
liegenden  Bereich  (X)  so  an,  dass  weder  im  Innern  noch  an  der  Grenze 
desselben  der  reelle  Theil  von  x  gleich  Null  wird;  so  lässt  sich  leicht 
zeigen,  dass  die  vorstehende  Reihe  inneihalb  dieses  Bereiches 
unbedingt  und  gleichmässig  convergirt. 

Man  setze 

IV  =  2v  —  'l'/xi , 
so  dass 


ist.    Versteht  man  nun  unter  l-  den  kleinsten  Werth ,  den  der  absolute 
Betrag  der  Grösse 

für  reelle  AVert he  der  Veränderlichen  £.  £'.  c.  c'  unter  der  Bedingung,  dass 


££  -f  £' 
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sein  uiitl  ^  +  ^'i  im  Innern  oder  an  der  Grenze  von  X  liegen  soll,   an- 
nehmen kann;  so  ist  Ä-  nicht  gleich  Null,  und  man  hat 


rv  I  ^  27t:yvv  +v'v' 


für  jeden  nicht  ausserhalb  des  Bereichs  A'  liegenden  AVerth  von  j:     Es 
ist  aber  für  jede  ganze  Zahl  v 


(2v-l)2^v2, 

also 

(-2 V  _  1)-  4-  4  V' v'  ^  vv  -f-  V'  v'  , 

und  somit 

1          1  _^^  (vv-F  v'v')    i 

(1 -«•)«<•-'               \lr 

Hiernach  ist  jedes  Glied  der  Reihe,  dnrcli  welche  'Hl?  l>^0  dargestellt 
wii'd,  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  oder  höchstens  eben  so  gross 
als  das  entsprechende  Glied  der  Reihe 

welche  bekanntlich  eine  endliche  Summe  hat.  Damit  ist  bewiesen,  dass 
die  erstgenannte  Reihe  für  die  dem  Bereiche  X  angehörigen  Werthe  von  x 
unbedingt  und  gleichmässig  convergirt. 

Es   ist   aber,    wenn   7'   in  X  angenommen   wird,    der   Bereich   der 

Grösse  —  ebenfalls  so  beschaffen,    dass  weder  im  Innern  noch   an  der 

X 

Grenze  desselben  der  reelle  Theil  von  -   gleich  Xull  wird.     Daher  con- 

X 

vergü't  auch  der  Ausdruck  von  '\)(i,l,lA  für  die  dem  betrachteten 

Bereiche  angehörigen  Werthe  von  x  unbedingt  und  gleichmässig.  Dasselbe 
gilt  also  auch  füi'  die  Reihe,  durch  welche  yXx)  dargestellt  ist. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  man  in  der  Reihe  '\)(l,  l,  xi), 
weil  dieselbe  unbedingt  convergent  ist,  je  zwei  Glieder,  in  denen  v  den- 
selben, v'  aber  entgegengesetzte  Werthe  hat,  in  eines  zusammenziehen 
kann,  wodurch  man,  wenn  unter  ii  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden  wu-d, 
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ei'liiilt.  Die  (,ilu'(k'r  der  so  imi^rfonntcii  lifilu-  sind  rationale  Fimciioiien 
von  ,/',  welche  rationale  CoeCtirienten  lialteii,  und  nur  tiir  solche  Werl  he 
von  ./•,  deren  i'eeller  Theil  «;leicli  Nnll  ist.  niicndlicli  ^ross  \v(>rdcn.  Ais 
Smunie  von  el)enso  besehaltenm  (ilitMlcin  j.-jssl  sicli  jilso  nndi  ■/(./)  ;iiis- 
driieken. 


5. 

Nun  sei  x'  eine  beliebige  rationale  Function  von  a-,  und  es  wei-de 

X,(,r)^X(x') 

gesetzt,  so  dass  \{y^  ebenfalls  eine  Summe  von  unendlich  vielen  rationalen 
Functionen  der  Veränderlichen  x  ist.  In  der  Ebene  der  letzteren  Gi-'"-sse 
werden  dann  diejenigen  AVerthe  derselben,  für  welche  der  reelle  Theil 
von  a'  verschwindet,  dm^ch  eine  reelle  algebraische  Curve  repräsentiit, 
welche  die  Ebene  dergestalt  in  melu-ere  Stücke  zerlegt,  dass  der  reelle 
Theil  von  a'  in  einigen  Stücken  überall  positiv,  in  den  andern  iiliei-all 
negativ  ist.  In  den  ersteren  hat  also  X^(;/)  übei-all  den  AVerth  l,  in 
den  andern  überall  den  AV'erth  —  i. 
Nimmt  man  beispielsweise 

,  _  aa;  +  ß 

an,  wo  a,  ß,  Y,  S  Constanten  bedeuten,  deren  AVahl  keiner  andern  Be- 
schränkung unterliegt,  als  dass  a5  — ßy  nicht  gleich  Null  sein  darf,  so 
ist  die  genannte  Curve  bekanntlich  ein  Kreis*),  und  es  kimnen  a.  ß.  y.  5 
so  bestimmt  werden,  dass  dieser  Kreis  ein  gegebener  wird  und  der  leclle 
Theil  Von  i'  für  einen  gegebenen  Punkt  ein  vorgeschiiebenes  Zeichen  hat. 
Nun  seien  i'^jO'),  i^,(-')  ii'gend  zwei  eindeutige  Functionen  von  ./•  mit 
einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen.  iJann  lässt  sich, 
wenn 

-ajj-r-ß" 


'(  Dies  gilt  allgemein,   wenn  man  i'im^  nnbegrenzte  Gerade   als  einen  Kreis  mit 
unendlich  "Tossem  Radius  l)etraeliret. 
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gesetzt  wii'd,  der  Ausdruck 

in  eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  rationale  Functionen  von  x  sind, 
umformen,  und  diese  stellt  in  dem  einen  dw  heiden  Thcilc,  in  welche 
das  Gebiet  der  Veränderlichen  x  durch  den  genannten  Kreis  zerlegt  wird, 
die  Function  F^(x),  in  dem  andern  Theile  dagegen  die  Function  K^(x)  dar. 
Nimmt  man  ferner  in  der  Ebene  der  Grösse  x  beliebig  viele  Kreise 
(oder  unbegrenzte  Geraden): 

K'.  K\  ...  K^'^ 

willkürlich  an,  und  bestimmt  r  lineare  Function  von  x 

a',  x",  ...  x^''^ 

so,  dass  der  reelle  Theil  von  ./•"  in  drr  Linie  7i^'^  verschwindet,  so  wird 
die  Ebene  durch  die  genannten  Unien  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Stücken 
dergestalt  zerlegt,  dass  der  reelle  Theil  einer  jeden  Function  ./;"'  innerhalb 
eines  solchen  Stückes  überall  dasselbe  Zeichen  hat.     Sind  dann 

%,{^),ß,{x),   ...   S,(.r) 

eindeutige  Functionen  von  x  mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  sin- 
gulären  Stellen,  und  setzt  man 

X.(a')-X(x'"),  (X  =  l,  ...  r) 

so  kann  der  Ausdruck 

%,{x)  +  %,{x)y.,(x)  -  ^.^x)y.,{x)  4-  •  •  •  -i  %,{x)l^.{x) 

ebenfalls  in  eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  rationale  Functionen 
von  0-  sind,  umgeformt  werden,  und  diese  Reihe  hat  dann  die  Eigen- 
thümlichkeit,  dass  sie  zwar  innerhalb  eines  jeden  der  Stücke,  in  welche 
die  Ebene  zerlegt  ist,  einen  Zweig  einer  bestimmten  monogenen  Function 
darstellt .  in  verschiedenen  Stücken  aber  Zweige  verschiedener  Functionen. 
Sind  z.B.  7t',  Ä'",  . . . /i*'"'  Kreise,  von  denen  keiner  einen  andern 
umschliesst,  so  wiixl  diu-ch  dieselbe  die  Ebene  in  (r  +  l)  Stücke  zerlegt; 
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und  wenn  man  die  Function  aP'^  so  bestinnnt*),  dass  ihr  ivcllcr  'l'li<il  jm 
Mittelpunkt  von  A'"'  positiv  ist,  so  liefert  der  Ausdruck 

der  mit  dem  vorstellenden  übereinstimmt,  wenn  unter  F^(;i),  F, (:/•), 
•■■■  ^r+iC^)  ebenfalls  eindeutige  Functionen  mit  einer  endlichen  Anzahl 
wesentlicher  singulärer  Stellen  verstanden  weiden,  eine  lleihe  von  dci- 
in  Kede  stehenden  Eigenthümlichkeit,  indem  dieselbe,  wenn  x  innerhalb 
der  von  Ä''^^  begrenzten  Kreisfläche  angenommen  wird,  gleich  jP.(ä';,  und 
wenn  x  ausserhalb  aller  dieser  Flächen  liegt,  gleich  F^._^_^(x)  ist,  also 
innerhalb  eines  jeden  der  (r-M)  Stücke,  worin  die  Ebene  zerlegt  ist, 
einen  Zweig  einer  willküi'lich  anzunehmenden  Function  von  der  hier  vor- 
ausgesetzten Beschaffenheit  darstellt. 

Ein  anderes  Beispiel  erhält  man,  wenn  die  Kreise  K',  K",  ...  K^^"> 
so  angenommen  werden,  dass  jeder  der  (r  — l)  ersten  von  dem  folgenden 
umschlossen,  und  somit  die  Ebene  durch  sie  gleichfalls  in  (?"-f-l)  Stücke 
zerlegt  wii'd.    Dann  hat  nämlich  der  Ausdruck 

~  (F,ix)  -.  F^.^,{x))  ^12  (F,i^)  -  F,_^,{x))X,{x) 

die  Eigenschaft,  dass  er  innerhalb  eines  jeden  der  genannten  Stücke  gleich 
einer  der  Functionen  Fj^(x),  F^{oi),  ...  F^._^^{x)  ist.  (Ein  besonderer  Fall 
ist  der,  wo  an  die  Stelle  der  r  Kreise  r  einander  parallel  gerade  Linien 
treten.)  Scheidet  man  ferner  aus  dem  Gebiete  der  "Veränderlichen  x  alle 
negativen  Werthe  (mit  Einschluss  von  0)  aus,  so  existiren  bekanntlich**) 
unendliche,  aus  rationalen  Functionen  von  x  zusammengesetzte  Reihen, 
W' eiche  einwerthige  Zweige  gewisser  mehrdeutiger  Functionen,  wie  z.  B. 
logÄ-,  a"'  (wo  m  eine  beliebige  Constante  bedeutet)  darstellen  und  in  der 
Nähe  jeder  Stelle,  die  nicht  zu  den  ausgeschlossenen  gehört,  gleichmässig 
convergiren.     Es  können  nun  in  dem  Ausdruck 

%,{0.)  -r  %,{X)\{X)  +  %,{X)XAX)  ^  .  •  •  -  %{t)X,{x) 

*)  Est  Ty  der  Radius  des  Kreises  A'^^\  und  «>  der  Wcitli  von  ic  im  ilittelinuikt 
•l"s>i(  llitii,  so  kann  mau 


sc 


(>■) 


»•-.  -  «>  +  ■ 


t\  -i-ax  —  x 
setzen. 

**)  S.  die  auf  die  Gauss  "sehen  Kettenlmiche  und  die  na.li  Kuirelfinicfioiien  tWt- 

schreitenden  Reihen  sich  beziehenden  Abhandhiii^cn  v<iu  Thonie  im  l!ti.  uml  <!<.  üaudo 

des  Bor chardt' scheu  Journals. 
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So(^)' Si(^)' S2(^)' •••  Sr(^')  ^^^^^  solche  Eeihen  sein,  imd  iiuiii  eiliält 
dann  aus  ihm  eine  gleichfalls  aus  rationalen  Functionen  gebildete  Reihe, 
welche  in  jedem  der  Stücke,  in  die  das  Gebiet  von  a-  durch  die  Linien  K^^'^ 
und  die  Strecke  der  negativen  Wertlie  zerlegt  ^xm\,  einen  einwei1liig(Mi 
Zweig  einer  melirdeutigen  monogenen  Function  darstellt,  in  verschiedenen 
Stücken  aber  im  Allgemeinen  Zweige  verschiedener  Functionen. 

Aus  diesen  Beispielen  erhellt  zur  Genüge,  dass  die  am  Schlüsse  des 
§  3  aufgeworfene  Frage  folgendermassen  zu  beantworten  ist: 

"Wenn  der  Convergenzbereich  einer  Reihe,  deren  Glieder 
rationale  Functionen  einer  Veränderlichen  ic  sind,  in  der 
Art  in  mehrere  Stücke  zerlegt  werden  kann,  dass  in  der 
Nähe  jeder  im  Innern  eines  solchen  Stückes  gelegenen 
Stelle  die  Reihe  gleichmässig  convergirt;  so  stellt  die- 
selbe in  jedem  einzelnen  Stücke  einen  einwerthigen  Zweig 
einer  monogenen  Function  von  r  dar,  in  verschiedenen 
Stücken  aber  nicht  noth wendig  Zweige  ein  und  der- 
selben Function. 

Ö. 

Ich  habe  in  meinen  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  Functionen- 
lehre von  Anfang  an  zwei  mit  den  gewöhnlichen  Ansicliten  nicht  über- 
einstimmende Sätze  hervorgehoben,  nämlich: 

1)  dass  man  bei  einer  Function  eines  reellen  Arguments  aus  der 

Stetigkeit  derselben  nicht  folgern  könne,  dass  sie  auch  nur 
an  einer  einzigen  Stelle  einen  bestimmten  Differentialquo- 
tienten, geschweige  denn  eine —  wenigstens  in  Intervallen  — 
ebenfalls  stetige  Ableitung  besitze; 

2)  dass  eine  Function    eines  complexen  Arguments,    welche    für 

einen  beschränkten  Bereicli  des  letzteren  definirt  ist,  sich  nicht 
immer  über  die  Grenzen  dieses  Bereichs  hinaus  fortsetzen  lasse; 
mit  andern  Worten,  dass  monogene  Functionen  einer  Veränder- 
lichen existiren ,  welche  die  Eigenthümlichkeit  besitzen ,  dass  in 
der  Ebene  der  Veränderlichen   diejenigen  Stellen,    für  welche 
die  Function  nicht  deflnirbar  ist,   nicht  bloss  einzelne  Punkte 
sind,  sondern  auch  Linien  und  Flächen  bilden. 
Da  im  Vorhergehenden  von  Functionen  einer  complexen  Veränder- 
lichen,   denen  die  unter  (2)   genannte  Eigenthümlichkeit   zukommt,    die 
Rede  gewesen  ist,  so  will  ich  bei  dieser  Gelegenheit  ein  leicht  zu  be- 
handelndes Beispiel  einer  solchen  Function  beibringen. 
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Aiif;'cn(iiiHii(,'ii.  der   I  Lilliinesser  des  ( 'ini\rr"vii/Iii'/ii  ks  .incr  l''|'\V''Iiii- 
liclu'ii  Fotenzreilie 

oo 

y  A   .r^ 

sei  gleich  1.  die  Reihe  CDiivei-gire  aher  auch  unbedingt  und  gleichmässig 
fiir  ;ille  AVei'the  A^m  x,  deren  absoluter  Beti-ag  gleich  1  ist,  so  dass, 
wenn  unter  /  eine  reelle  Veränderliclie  verstanden  wird. 


2  A.,e 


yfi 


eine  stetige  Function  von  t  ist. 

Im  Innern  des  Convergenzbezirks  der  Reihe  nehme  man  eine  Stelle  a?^, 
beliebig  an  und  fonne  die  gegebene  Reihe  in  eine  Potenzi-eihe  ^(a;  —  a;^,) 
um.  Ist  r^  der  absolute  Betrag  von  f/\^,  so  kann  der  Halbmesser  des 
Convergenzbezirks  der  Reihe  '^{x  —  Xf^)  nicht  kleiner  als  l  —  r^.  wohl 
aber  grösser  sein.  Ist  das  Letztere  der  Fall,  so  liegt  eine  Strecke  der 
Begrenzung  des  Convergenzbezirks  der  gegebenen  Reihe  ganz  ira  Con- 
vergenzbezirke  von  ^{x  —  Xq),  und  es  besteht,  wenn 


—  =  e  "^^  ist,  und  x,  =  e 


H 
=  e  "    isi,  unci  Xf  =  ( 

'0 

gesetzt  A\'ii'd,  für  alle  Werthe  von  t  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen 
(f(,— T,  f„— x)  die  Gleichung 


^Ä^e^  '=iK^V-^o) 


Nun  hat  aber  '?ß(x  —  x,),  als  Function  von  x  betrachtet,  Alih'itungen 
jeder  Ordnung,  dasselbe  gilt  also  auch  von  '^(x^—x^),  als  Function  von  f 
betrachtet,  fiir  die  zwischen  t^— "^  nnd  ^^-f  x  liegenden  AVerthe  dieser 
Grösse.  Hieraus  folgt  nun:  AVenn  sich  in  einem  bestinnnten  Falle  be- 
weisen lässt,  dass  die  Function 

in  keinem  Intervalle  der  Veränderlichen  /  Ableitungen  jedei-  Ordnung  be- 
sitzt, so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  (h'r  Convergenzljezirk  der  Reihe 
^^N(ic— a-J,  wie  man  auch  x^^  annehmen  m<)ge.  ganz  in  dem  Convei-uenz- 
bezirk  der  gegebenen  Reihe  enthalten  ist,  die  Function  also,  welche  durch 
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diese  letztere  dargestellt  wird,  über  deren  Coiivergenzbezirk  hinaus  nicht 
fortgesetzt  werden  kann. 

Nun  sei  a  eine  ungrade  positive  ganze  Zahl,  h  eine  positive  Grösse, 
die  -=i  1 ,  und  a^  ■=  a^.     Dann  erfüllt  die  Reihe 

CO 

V  =  0 

die  oben  für  die  betrachtete  Reihe  gestellten  Bedingungen.     Es  ist  aber 
von  mir  der  Beweis*)  geführt  worden,  dass  die  Function 

oo 
V  =  0 

sobald   «/jr^-l  +  tTi   ist,    füi^   keinen  Werth   von    t   einen   bestimmten 
Differentialquotienten  besitzt.    Durch  die  Reihe 


26' 


yü^ 


wird  also,  Avenn  ah  t^  1  ~  Iri,  eine  Function  definirt,  die  nicht  über 
den  Convei-genzbereich  der  Reihe  hinaus  fortgesetzt  werden  kann,  und 
also  ausschliesslich  für  solche  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  die 
Einheit  nicht  überschreitet,  existii't. 

Es  ist  leicht,  unzählige  andere  Potenzreilien  von  derselben  Be- 
schaffenheit wie  die  vorstehende  anzugelien.  und  sell)st  für  einen  beliebig 
begrenzten  Bereich  der  Veränderlichen  x  die  Existenz  von  Functionen 
derselben ,  die  über  diesen  Bereich  hinaus  nicht  fortgesetzt  werden  können , 
nachzuweisen;  Avorauf  ich  jedoch  hiei'  nicht  eingehe. 

Schliesslich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  auch  in  Beziehung 
auf  zusammengesetztere  arithmetische  Formen ,  welche  eindeutige  monogene 
Functionen  einer  und  mehrerer  Veränderlichen  oder  einwerthige  Zweige 
solcher  Functionen  auszudi^ücken  geeignet  sind,  Untersuchungen  anstellen 
lassen,  welche  der  hier  für  eine  der  einfachsten  Formen  durchgeführten 
analog  sind  und  zu  ähnlichen  Resultaten  führen. 


*)  Dieser  Beweis  ist  von  Hrn.  P.  du  Bois-Eeyrnond,  dem  ich  ihn  brieflich 
mitgetheilt  hatte,  im  79sten  Bande  von  Borchardt's  Journal  S.  30  veröffentlicht. 
(Ich  berichtige  bei  dieser  Gelegenheit  zwei  a.  a.  O.  sich  findende  Druckfehler.  Z.  10  v.  o. 
muss  es  „x^"  statt  „rt,,",  und  Z.  4  v.  u.  „auch"  statt  „nicht"  heisseu.) 


—>'Z^- 
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1.     Zu  S.  71,  Z.  s  V.  ti. 

Den  liier  angefülirten  wiclitigen  Satz  beweise  icli  in  meinen  Voi-- 
lesimgen  in  sein*  einfacher  Weise. 

Ich  betrachte  zunächst  eine  Potenzreihe  Pfo;) ,  welche  nur  eine  end- 
liche Anzalil  von  Gliedern  enthält,  also  die  Form 


-P(^)=2     ^v^'^ 


hat.  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

Es  sei  l  eine  bestimmte  Grösse,  deren  absoluter  Betrag  gleich  1  ist, 
und  deren  Wahl  mu'  der  Beschränkung  unterliegt,  dass  S',  wenn  v  eine 
der  Zahlen  0 ,  ±  1 ,  ±  2 ,  ...  +  w  ist ,  nicht  gleich  1  sein  darf.  Ferner 
bedeute  r  eine  beliebig  anzunehmende  positive  Grösse,  so  existii't  füi*  den 
absoluten  Betrag  von  P(x) .  wenn  man  der  Veränderlichen  :/;  nur  solche 
Werthe  beilegt,  deren  absoluter  Betrag  gleich  r  ist,  eine  endliche  obere 
Grenze,  die  mit  G  bezeichnet  werden  möge.  Dann  ist,  wenn  unter  l  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl  verstanden  wird. 


^yiPo-H 


G 


X  =  o 


Man  hat  aber 


A  =  o  v=— w  X  =  o^  ^ 


-  ^0  -^    7  Zj 


1-g 
1-t 


/v 


,.v 


wo  bei  der  durch  das  Zeichen  ^  angedeuteten  Summatiou  der  Zalü  v  alle 
Werthe  von  —m  bis  -j-m,  mit  Ausschluss  der  Null,  zu  geben  sind. 
Nun  kann  man  aber,  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen  positiven 
Grösse  5,  der  Zahl  l  einen  so  grossen  Werth  geben,  dass  der  absolute 
Betrag  von 


it'-r 


.h 
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kleiner  als  o  Avird;  dann  liat  man 

also 
Jetzt  sei 


V  =  -4-00 

V 


Pi^)=^       ^V 


V  =  —  oo 


eine  beliebige  Potenzreihe,  welche  convergent  ist  für  jeden  Werth  von  x, 
dessen  absoluter  Betrag  zAvisclien  zwei  bestimmte  Grenzen  E,  R'  liegt. 
Ist  dann  r  eine  zwischen  R  und  R'  enthaltene,  im  Übrigen  wilkürlich 
anzunehmende  positive  Grösse,  so  giebt  es  wieder  für  den  absoluten  Be- 
trag von  P(x),  wenn  man  der  Veränderlichen  x  nur  solche  Werthe  bei- 
legt, deren  absoluter  Betrag  gleich  r  ist,  eine  endliche  obere  Gi-enze, 
die  mit  g  bezeichnet  werden  möge.  Man  kann  ferner,  nach  Annahme 
einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  o,  eine  Zahl  m  so  bestimmen, 
dass  für  jeden  Werth  von  x,  für  den  \x\  =  r, 


V=oo 


A  vi  l     ^  I    "V   1  4        V  1      ^ 


ist;  dann  hat  man 


v  =  -i-m 


V     A^^  x^' \  <^  (/ +  0 


also  nach  dem  Bewiesenen 
und  somit 


^0  1-^.^7  + 5 


h\^ü 


Lässt  man  ferner  die  Reihe  x~^ P{x).  wo  ^  eine  beliebige  ganze  Zahl 
bedeutet,  an  die  Stelle  von  P{x)  treten,  so  ist  gr"'^''  die  obere  Grenze 
für  den  absoluten  Betrag  von  x~^P{x),  wenn  man  der  Grösse  a?  nur 
solche  Werthe  giebt ,  deren  absoluter  Betrag  gleich  r  ist ;  man  hat  also 

was  zu  beweisen  war. 

Für  Potenzreihen  von  mehreren  Veränderlichen  gilt  ein  analoger  Satz, 
der  sich  ebenso  elementar  wie  der  vorstehende  beweisen  lässt. 


Zur  Fimclioiit.'iili'lirc.  '»."> 

•->.     Zu  S.  sl  .  Z.  !)  V.  u. 

Sind  (0,0)'  zwei  coinplexe  Grossen,  tur  welche  (U-i- reelle  Bestaiidt heil 
von       .  i)ositiv  isl.  nnd  bezeichnet  niaiMlit' Werl  he,  weh-lie  die  Function 

(0/ 

l){n  ;  CO,  w')    für  i(    =  w,  to  -i-  co' ,  w'  anniniinl ,    beziehlich   mit  c, ,  c.,,  i:^,   so 
hat  nian'^) 

2 

WO 

(ü'n 

ist.     Nimmt  man  ferner  vier  ganze  Zahlen  p,  q,p',  q'  so  an,  dass  unter 

ihnen  die  Relation 

pq'  -  p'q  -  1 

besteht,  und  setzt 

ö)';r 
to  =  pid  +  5(1)' ,  to'  =  j>'tO  -■-  q'oi' ,    Ji^  =  e       ^''  , 

so  ist.  wenn  7/,  q  beide  grade,  p,  q'  also  beide  ungrade  Zahlen  sind,  auch 
<f){(b  I  (0 ,  to')  =  ej ,    ^^(o)  -f  to'  j  to ,  to')  =  (\, ,    ^o[(b'  j  to ,  0)')  =  63  , 

und  es  gilt  die  Gleichung 
man  hat  also 

(CO  s4/  IN  4/  00  v4 

V  ^^  1  V  =^  1 

Nun  sei  t  eine  positive  Grösse,  und 


so  ist 


1  ,       1  ,. 

W  =  y  ,      to    ==  -  ^^  , 


—  t'tt 

Lim.  /«  =  Lim.  e        =  0  , 


p'  +  q'ti     .  q'      . 


Lim.  7/j  =  Lim.  e^'     '^  '      =e^       ; 


*)   S.   die   „Fonueln   imd  liehrsiitze  zum   (iiliian<lit>   der  i'lliiirisi.lini    Fuiitti..ii.Mi. 
lieiaiisgegebcu  von  H.  A.  Schwarz'",  S.  43. 
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es  ergiebt  sich  also,  wenn  unter  x  eine  Veränderliclie,  deren  absoluter 
Betrag  kleiner  als  1  ist,  verstanden  wird,  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
dass  der  absolute  Betrag  der  Summe 

oo 
V  =  1 

unendlich  gross  wird,  wenn  sich  x  auf  einem  bcsriiiniiten  AVege  dem  Grenz- 
wertlie 

nähert.  Nun  kann  man  aber,  Avenn  j;,  irgend  eine  bestimmte  Grösse 
vom  absoluten  Betrage  1  ist,  die  Zahlen  i>,q^  _//,  (^  so  annehmen,  dass 
dieselben  den  angegebenen  Bedingungen  genügen  und  überdies  der  ab- 
solute Betrag  der  Ditferenz 

5'    ■ 

SO  klein  wird,  wie  man  will;  es  giebt  also  in  jeder  noch  so  kleinen 
Umgebung  von  ./;,  AVerthe  der  Veränderlichen  a',  für  welche  der 
absolute  Betrag  von 

oo 

grösser  ist  als  jede  beliebig  angenommene  positive  Grösse, 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  ohne  Weiteres  das,   was  im  Texte  bereits 
von  dem  Ausdrucke 


gesagt   worden    ist,    indem    für    diejenigen  Werthe    von    a?,    deren    ab- 
soluter Betrag  kleiner  als  1  ist,  die  Gleichung 


l  +  4i^(a:)  =  (l-f-2  2ic'') 


gilt*). 

Dazu  bemerke  ich  noch  Folgendes: 

Setzt  man,  unter  i  eine  Grösse  verstehend,  deren  zweite  Coordinate 
nicht  gleich  Null  sein  soll, 

X  =  e"  \    H-4:i^(r)  =  9(x)  , 


^)  Fund.  nov.  §  40,  Gl.  (4.)  mul  §  95,  Gl.  (6.). 


Zur    FlIlKlinliciiIrluv.  07 

s(i  hat   man.  wenn  die  zweite?  Cooidiiialc  von  x  positiv  ist, 

?(x)^-f)-;;(o|T), 

woraus  sieh  die  Kelation 

9w  >(  ;) 

eigiebt.    Ist  dageg-en  die  zweite  Cüordiuate  von  x  negativ,  so  liat  man 

also 

Hiernaeli  ist  also  der  Ausdniek 

-dl) 

in  dem  einen  Theile  seines  Geltungsbereichs  gleich  x,  in  dem  andern  aber 
gleicli  —  x;  er  ist  also  nicht  eine  monogene  Function  von  x,  und  dem- 
zufolge auch  F{x)  nicht  eine  monogene  Function  von  x. 


.!.    Zu  s.  9-2,  Z.  9. 

leli  lasse  hier  den  angeführten  Beweis  ans  dem  Tl^sten  Bande  des 
Borchar  dt 'scheu  Journals  unverändert  abdrucken. 

„Es  sei  X  eine  reelle  Veränderliche,  a  eine  ungrade  ganze  Zahl. 
b  eine  positive  Constante,  kleiner  als  1,  und 


/(.r)=^2^^"^'"^W".'-^)-- 


71  =  0 


SO  ist  f\x)  eine  stetige  Function,  von  der  sich  zeigen  lässt,  ilass  sii-, 
sobald  der  AVerth  des  Products  ah  eine  gewisse  Frenze  übersteigt,  an 
keiner  Stelle  einen  bestimmten  Differentialquotienten  hat. 


08  Zur  Fnuctioneulclire. 

Es  sei  Tq  irgend  ein  bestimmter  Wertli  von  a,  und  }it  eine  beliebig- 
angenommene  ganze  positive  Zahl ;  so  giebt  es  eine  bestimmte  ganze 
Zahl  a^jj,  für  welche  die  Differenz 

die  mit  .^j,,^,  l)ezeiclinet  werde,   >  —  — ,  aber  <  ^,    ist. 
Setzt  man  dann 

a  ,  —  1  a      :  1 


.  f 


so  hat  man 


es  ist  also 


0  m        '  0  m 

(fr  i6 


a-'  <  Xq  <  rr;". 


Man  kann  aber  ni  so  gross  annehmen,  dass  x',  x"  beide  der  Grösse  x^ 
so  nahe  kommen,  wie  man  will. 
Nun  ist 

f{x ')  —  /'(a  o)  ^  /  n  cos (rt "  X '  7z)  cos (a "  ic,,  tu) 


0  H  =0 

J»  — 1 


>r^  /  "■  cos(rt    x' 7z)      cos(a    a'„^)"\ 


__      -^  ((   ]\"   t'OS(//    a'  TT)  — cos(a    o^o^A 
-^  V  /  7 '"  ^ ''   ^*^*^  ('*         ic '  7ü)  —  cos(a         iCy  7i)\ 

Der  erste  Theil  dieses  xlusdrucks  ist,  da 

cos(a"if'7t)-cos(ft":r,7.)  .    /  n  x' +  x,    \    sin(a"  ^^"^ti] 

nrr~, \ =  —  -  sm  I  ((    — ^r — -  n  I  • 

a"(x'—x^)  \  2         /  nx'  —  Xo 

.      «     — ^ — ^^ 

und  der  Werth  von 

('  Ol  X'  —  Xq    \ 
a    — ^ — -Tij 


n  X'—Xq 


Zur   l-'iinitioiiriilclirf.  00 

stets  zwisrlit'ii       1  und    :  1,  liegt,  (Iciii  ahsoliiteii  Betrage  luifli  klfiiicr  als 

VI  —  1 

also  auch  kleiner  als 

\ah)    . 


ab-  I 
Ferner  hat   man.  weil  a  eine  ungrade  Zahl  ist: 

C0s(^/'"^";r'7t)  =  cos((t"(a,,-l)-)  ^  -  (-1)  '"  , 

also 

^    „,  -^  „    /cos  (a,        X '  t:)  -  cos  (a         x^  -)\              a ,,         m  ^  1  +  COS  (rt   a-,,,^  .t:)    „ 
2j^        'V ^^^^^ J^"^"^^     ^-'^'^    ^ l+x        "  ^'  ' 

Alle  Glieder  der  Summe 

sind  positiv,   und  das  erste,  da  cos  (rrj^j_^j -)  nicht  negativ  ist,   1 -i  a',,j_^j 

13  '' 

aber  zwischen  -;;-  und  -^  liegt,  nicht  kleiner  als  — . 

Hiernach  hat  man 

^^^^  ^  (~  0- («'-)%  (f.  e^-^--). 

Avo   yj   eine   positive   Grösse,  die    >  1,  hezeichnet,    während  i   zwischen 
—  1  und  -T- 1  enthalten  ist. 
Ebenso  ergiebt  sich 

WO  r^j  ebenso  wie  rj  positiv  und  ~^    1   ist.  s,  aber  zwischen       1   und    •    1 
liegt. 


2                 71 

3 " flö-1 

f{x')- 

-f{x^)  ^    fix") 

"A.^o) 

X'- 

-\         ^"- 

-^0 
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Nimmt  man  min  a,  b  su  an,  dass  ah  >  1  -   -^r.,  also 


ist,  so  haben 


stets  entgegengesetzte  Zeichen,  werden  aber  beide,  wenn  )ii  ohne 
Ende  wächst,  nnendlich  gross. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  f{x)  an  der  Stelle  (x  =  x^) 
weder  einen  bestinnnten  endlichen,  noch  auch  einen  bestimmten  unendlich 
grossen  Dilferentialquotienten  besitzt". 

Im  13ten  Bande  der  „Fortschritte  der  Mathematik"  finde  ich  auf 
S.  335  in  einem  Referate  über  Herrn  AViener's  im  90sten  Bande  des 
Borchardt'schen  Journals  erschienene,  auf  die  im  Vorstehenden  betrachtete 
Function  f{x)  sich  beziehende  Abhandlung  die  Bemerkung,  es  sei  Herr 
AViener  durch  eine  gründliche  geometrische  und  analytische  Untersuchung 
der  in  Rede  stehenden  Function  zu  dem  Resultate  gelangt ,  dass  die  Be- 
hauptung, es  l)esitze  diese  Function  an  keiner  Stelle  einen  bestinnnten  Diffe- 
rentialquotienten, nicht  durchweg  aufrecht  erhalten  werden  könne.  Ich 
entnehme  dai-aus,  dass  ich  im  Glauben,  Jedermann  wisse,  was  erforder- 
lich ist,  wenn  eine  stetige  Function  an  einer  bestimmten  Stelle  einen 
bestimmten  Ditferentiahiuotienten  besitzen  soll,  am  Schlüsse  des  obigen 
Beweises  mich  doch  zu  kurz  gefasst  haben  muss,  weswegen  ich  die  fol- 
genden Erläuterungen  hinzufüge,  welche  freilich  für  die  meisten  Leser 
überflüssig  sein  werden. 

Wenn  eine  stetige  Function  F(x)  der  reellen  Veränderlichen  x  an 
einer  bestimmten  Stelle  (x  =  Xq)  einen  bestimmten  endlichen  Diffe- 
rentialquotienteu  besitzen  soll,  so  ist  dazu  noth wendig  —  selbstver- 
ständlich aber  nicht  hinreichend  —  dass  alle  AVerthe,  welche  der  Quotient 

F(x)-F(x^) 

nach  Festsetzung  einer  oberen  Grenze  für  den  absoluten  Betrag  der 
Differenz  x  —  a^  annehmen  kann ,  zwischen  endlichen  Grenzen  enthalten 
seien.  Diese  Bedingung  ist  für  die  von  mir  angegebene  Function  /(a) 
niemals  erfüllt,  wie  man  auch  a?^,  annehmen  möge. 


Zur   l'^mctioiKiilcIirc.  101 

Soll  fcnuT  F(./)  iur  .r  =  .r^,  ciiicii  l)cst  iinint  cii  iiiiriHJl  idi  <ri-i»s.sfii 

Differeiitial(iU()tienteii   (  \- co  oder  -  c<:>)   iialicii,   so   nmss   iiacli  Aiiiialniic 

einer  beliebigen  positiven  Grösse  f/  für  den  absoluten   lietraj?  von  x  —  x 

eine  obere  Grenze  sich  so  festsetzen  lassen,   dass  jeder  Wertli.    den  d<-r 

F(x)  -  Fix ) 
Quoti(Mit — "-  alsdann  eiliaKen  kann,   im   ersten  Falb;  zwisclirn 

(j  nnd  H-oo,  im  zAveiten  dagegen  zwischen  —  r/  nnd  —  co  liegt.  p]ine 
notlnvendige  Bedingnng  für  die  Existenz  eines  bestinnnten  unendlich  grossen 
Difteri'ntiahiuotienten  der  Function  an  der  Stelle  ix  x^)  ist  also,  dass 
der  (Quotient 

F{x)-F{x;) 

für  alle  einer  hinlänglich  klein  angenommenen  Umgebung  der  Stelle  x^  an- 

gehörigen  AVerthe  von  a;  dass  elbe  Zeichen  habe.    Auch  diese  Bedingung  ist 

für  die  in  Rede  stehende  Function /"(a),  wie  gezeigt  worden,  niemals  erfüllt. 

Ich  muss  also  den  Satz,  dass  die  von  mir  aufgestellte  Function  an 

keiner  Stelle  einen  bestimmten  Differentialquotienten  besitze, 

als  unbedingt  gültig-  aufrecht  erhalten.    Herrn  Wien  er 's  Einwendungen 

dagegen  beruhen  übrigens  auf  einem  leicht  aufzuklärenden  Missverständnisse. 

Es  ist  mit  dem  Satze  gar  wohl  vereinbar,  dass  für  gewisse  Werthe  x^  sich 

eine  unendliche  Reihe  von  Werthen  x^,  x „ ,  x^,  ...  so  bestimmen  lässt, 

dass  Lim.  x^^  =  x^  ist  und  zugleich 
n=oo 

Lim,  «^Iz/H) 

n=oo       X    —  X„ 

einen  bestimmten  AVertli  erhält.  Daraus  aber  zu  schliessen,  dass  in  einem 
solchen  Falle /'(a?)  an  der  Stelle  (a; -=  .r^)  einen  bestimmten  Ditferential- 
qur)tienten  besitze,  ist  ebenso  unzulässig,  wie  es  sein  würde,  wenn  man 
z.  B.  von  der  Function 

F{x)  =  X  sin  (x  +  —  I 

behaupten  wi»llte,  sie  besitze  an  der  Stelle  (.'•  o).  den  I  )iirricii1ial- 
(intotienten  Null,  weil  sich,  wenn  man  •'^„  =  — setzt. 

Lim.  r„  --  0  und  Lim. \JL  ^  o 

ergiebt. 

^^^^^^ 


,Ziir  Functionenlelire". 

Nachtrag. 


(Ans  dem  Monatsbericht  der  Akademie  der  Wissenschaften  vom  21.  Februar  1881.) 


Tu  der  am  1-2.  August  1880  der  Akademie  A^orgelegten  Abhandlung 
,,Zur  Functionenlehre'"  habe  icli  (in  §  4)  eine  aus  rationalen  Func- 
tionen einer  Veränderliclien  x  gebildete  unendliche  Reihe  aufgestellt, 
welche  die  Eigentliümlichkeit  besitzt,  dass  sie  den  Werth 

-f  1  oder  —  1 

hat,  jenachdem  der  reelle  Theil  von  x  positiv  oder  negativ  ist. 

Obwohl  diese  Eeihe  an  sich  einfach  genug  ist  und  für  den  Gebrauch, 
den  ich  von  ihr  zum  Beweise  des  in  §  5  d.  g,  Abhdl.  gegebenen  Haupt- 
satzes gemacht  habe,  durchaus  geeignet  sich  erAveist,  so  ist  doch  ihre 
Herleitung  einigermassen  umständlich  und  setzt  mehrere  Sätze  ans  der 
Theorie  der  trigonometrischen  Functionen  voraus.  Um  so  interessanter 
war  es  mir .  kürzlich  durch  eine  briefliche  Mittheilung  von  Hrn.  J.  Tannery , 
Professor  an  der  Faculte  des  sciences  zu  Paris,  der  meine  Abhandlung 
in's  Französische  übersetzt  hat,  zu  erfahren,  dass  es  höchst  einfache 
Reihen  ähnlicher  Art  giebt,  welche  nicht  nur  für  den  angegebenen  Zweck 
dasselbe  leisten  wie  die  meinige,  sondern  vor  dieser  zugleich  den  wesent- 
lichen Vorzug  haben ,  dass  zn  ihrer  Aufstellung  und  zum  Nachweis  ihrer 
charakteristischen  Eigenschaft  nur  die  elementarsten  Sätze  der  Functionen- 
lehre  erforderlich  sind. 


.,Zur  Finntiniiciilclin;".     Xaclitra«;.  lo;5 

Icli  (rlaiili.'  mir.  ans   Hin.  Taiiiiciy's  Briefe  das  Naclisiflicnde  niil- 
zutlieilen. 

,.Maii  iicjinic  eine  luiendliclie  l\eilie  jiositiver  gaiizei-  Zahlen 


»"o'  '"i'  '"2?  •  • 
so  an,  dass 

Lim.  m,,  =  cxd 


11=00 


so  ist 

Lim.  1  +  ^"'"   =  r^  ^ '  ^^'^'"^  k  I  -=^  1  V 
7,=co  -^  _  ^"*n        I—  1 ,  wenn  |  .-r  |  ::>  1 . 

iNFan  liat  aher 


1  -  :r*^*«  1  -  x"'»    ■  v^i  (  1  -  y"'         1  -  .r"'-'-' 

setzt  man  also 

so  converg-irt  die  Keilie  auf  der  lecliten  Seite  dieser  Gleicliiin^;  fiir  jeden 
AVertli  von  .x,  dessen  absoluter  Betrag  V(jn  1  verschieden  ist,  und  hat 
den  AVertli 

+  1  oder  —  1  , 

jenachdem  der  absolute  Betrag  von  x  kleiner  oder  grösser  als  1  ist. 
Xinmit  man  in  dem  vorstehenden  Ausdrucke  von  ')^{j:) 

m    ~=  2'' 
so  erhält  derselbe  eine  besondei's  einfache  Gestalt;  es  ist  dann 


*)  Icli  bin  vor  uiclit  lauycr  Zeit  daraiif  anl'iiu-iksaiii  üeinaclit  wuidcii,  dass  sich 
in  einer  Abliaudlung  des  Herrn  E.  Sehröder  a.  d.  .T.  ]S7G  (Scliloeniikli  s  Ziitsciirirt 
fiir  :\ratli.  11.  Pliys.,  22.  .Talno-    S.  184)  die  Formel 

'   ,  .  ^^''nn  I  a- 1  <  1  , 
I  -; — —  ,  wenn  j  r  '       1  . 


-^—  +  — J + ' + '- + 


findet,  woraus  sirli  die  im  Texte  naeliiiewiesoiie  JM^ienseliaft  dir  Function  -l'.r^  in  dem 
Falle,   wo  iii.j  =  -^'  ist,  unmittelbar  ergiebt. 
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Dazu  bemerke  icli  noch  Folgendes. 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlicli ,  dass  die  von  Hrn.  Tannery  gegebene 
Reihe  in  der  Nähe  jedes  Werthes  von  x,  dessen  absoluter  Betrag  nicht 
gleich  1  ist,  gleichförmig  convergirt. 

Ist  ferner  x'  eine  beliebige  rationale  Function  von  x,  so  werden  in 
der  Ebene  der  letzteren  Grösse  diejenigen  Werthe  derselben,  für  die  der 
absolute  Betrag  von  x'  gleich  1  ist,  durch  eine  algebraische  Curve 
repräsentirt,  welche  die  Ebene  dergestalt  in  mehrere  Stücke  zerlegt,  dass 
der  absolute  Betrag  von  x'  in  einigen  Stücken  kleinei-  als  1 ,  in  den 
andern  gTösser  als  1  ist.     Setzt  man  also 

^{x')  =  X,{x), 

so  ist  x,(a)  ein  Ausdruck  von  derselben  Beschaffenheit  wie  der  von  mir 
im  Anfang  des  §  5  d.  g.  Abhdl.  ebenso  bezeichnete.    Nimmt  man  insbesondere 

H-  ic 

x'  = ? 

1  —  x 

so  erhält    man  einen   Ausdiuck.    der  (ilcicli    dem   von   mir  mit  VJx)  be- 
zeichneten den  Werth 

-'   1  oder    —  1 

liat,  jcnachdem  der  reelle  Theil  von  x  positiv  oder  negativ  ist. 


Einige  auf  die  Theorie  der  aiial^iiselieii 
Piiiietionen  mehrerer  Veränderliehen  sieli  l)e- 

ziehende  Sätze. 


Einig'o  auf  die  Theorie  der  analyliselieii 
Puiietioiieii  mehrerer  VcH'änderliehcMi  sich  be- 

zieiieiide  Salze. 


1.    Vorbereit  11  ngss atz/'') 

Ist  F{x,  x^,  ...x^^)  eine  gegebene,  in  der  Form  einer  gewöhnlichen 
Potenzreihe  dargestellte  Function  von  x,x^,...x^^,  welche,  wenn  diese 
Vei'änderlichen  sämmtlich  verschwinden,  ebenfalls  gleich  Null  wii-d.  so 
giebt  es  stets  unendlich  viele,  dem  Convergenzbezirke  der  Reihe  ange- 
hijrige  AVerthsj^steme  der  Grössen  x,x^,...  x^^ ,  welche  die  Gleichung 

befriedigen. 

Bei  vielen  Untersuchungen  handelt  es  sich  nun  darum,  von  diesen 
AVerthsystemen  alle  diejenigen  zu  bestimmen,  für  welche  der  absolute  Be- 
trag jeder  einzelnen  Grösse  eine  —  beliebig  kh^'n  anzunclimende  —  Grenze  5 
nicht  überschreitet. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  folgeiidermassen  lösen. 

Es  werde 

/'\.''.  0. ...  fi)  mit   FJj) 
bezeichnet  und 

F(x,x^,...x^^^F,{,^~F,(x.x,,...x,;) 
gesetzt,  so  dass  T\  für  jeden  AVerth  vnn  ./■  glrjcli  Null  wird,  wenn  .r^.  ...  ./•_, 


*)  Diesen  Satz  liabo  ich  seit  dem  .lalire   iMio  wir.!,  rlmlt  in  inriiHii   I  niv.  rsu.its- 
Vorlesmioen  vorüetraoeu. 
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sämmtlicli  verscliwiiiden.  Ich  iielime  nun  zunächst  an,  (hiss  F^^(ir)  nicht 
für  jeden  Wertli  von  x  verschwinde.  Dann  kann  man  eine  positive 
Grösse  p  so  annehmen,  dass  Fq(x)  für  keinen  Werth  von  x,  dessen 
ahsoluter  Betrag  :^0,  aber  ^p  ist,  verschwindet,  und  dass  es  zugleich 
Werthe  von  x^,X2,---x'^,  die  sämmtlich  von  Null  verschieden  sind, 
giebt,  für  welche  die  Reihe  F^{p,  x^. ...  x\^^)  convergirt.  AVenn  ferner 
eine  zweite  positive  Grösse  p^  so  angenommen  wird,  dass  sie  :^0,  aber 
-c  p  ist,  und  festgesetzt  wird,  dass  der  absolute  Betrag  von  x  zwischen 
Pq  und  p  liege,  die  absoluten  Beträge  von  r^,  ...rr,,  aber  alle  unter  einer 
Grenze  pj  bleiben  sollen,  so  kann  man  p^  so  klein  annc^hmen,  dass  für 
alle  Werthsysteme  \on  x,x^, ...  x^i,  welche  diese  Bedingungen  erfüllen, 

Fq  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  als  F^ 
ist.     ]\Ian  hat  dann 


1 

_  i.A,*f 'y\r" 

F„  ■  f:  f:  '     Ä  Fr 

F{x,x^,. 

..xj 

PJL 

dx 

F 

dx        ,    "^        1    dx          ■^        1          dx 

dx         ^   1    ^  fFi\ 

^0     Ä^8.AW' 

Es  ist  aber,  da  der  grösste  Werth,   welchen  der  absolute  Betrag  von 

W 

-~    für   alle  jetzt   betrachteten  Werthe  von   x.x^....x^^   besitzt,  kleiner 

^0 

als  1  ist,  die  Reihe 

x^.  '^  f': 


gleichmässig  convergent,  und  daher 


dF 

dF, 

0      '^       1      -^  1 

"  8-  h   ^   Fl 

dx 

F 

dx 

Kiiiin'i'  auf  dir  Tliroric  drr  aii;»l_vt.  Kiiinl.  uicliiricr  N'riiiiidirl.  sidi  In/,.  S;if/,f.    lOU 

Es  kann  fcnicr,  weim  das  Aiiraims^Iicd  in  der  I'jilwickcliiii^-  von    /'„(./) 

^^ 
den  Exponenten  iit   hat,    — t    in  eine  lleilic  von  der  Fol  in 

0 

Cr i^a^,  ...  ^  1^)         X 

entwickelt  werden,  wo  G (a\, . . .  a\f^)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von 
;r,,  ...a'„  bedentet;  und  hei  der  eben  erwäliutcu  Eigenscliaft  der  Reihe 

X 
oo  ri 

V  1  -1 

kann  man  alle  Glieder,  welche  dieselbe  Potenz  von  ,'  enthalten,  in  eines 
zusammenziehen  und  erhält  so: 

X=l  F  V  =  — CO 

0 

wo  auch  (T(aj. ...  jj   eine  gewöhnliche  i'otenzreihe  bezeichnet.    Ferner  ist 

dFo 

wo  G{x)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  bedeutet.    Also: 
dF 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sicli  zunächst  ersehen,  dass.  wenn  man  den 
Grössen  x^,x.„...x,^  bestimmte  Wertlie,  die  dem  absoluten  Betrage  nach 
sämmtlich  kleiner  als  pj  sind,  beilegt,  die  Gleichung 

Fix,x,....x,,)  =  0 

stets  durch  in  AVerthe  von  v,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  p  sind,  befriedigt  wird,  vorausgesetzt,  dass  jeder  so  oft  gezählt  wird 
als  die  zugehörige  Ordnungszahl  anzeigt.    (Vgl.  S.  10.) 
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Dass  es  üljciliaupt  inneilialb  des  angegebenen  Bereiches  AVertlie  you 
X  giebtj  Aveldie  i^=  0  machen,  lässt  sich  so  zeigen:  Angenommen,  es 
würde  F{x^Xy,  ...qc,^^   bei   gegebenen  AVerthen  von  Xy,...x^   für  keinen 

dF 

der  in  Rede  stehenden  Werthe  von  x  gleich  Nnll,  so  Hesse  sich  — ^^r- 

fiu'  alle  AVeithe  \()\\  x,  die  dem  absolnten  Betrage  nach  kleiner  als  p 
sind,  in  eine  nur  ganze  positive  Potenzen  von  x  enthaltende  Reihe  ent- 
wickeln, und  diese  müsste  für  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  zwischen  p^j 
und  p  liegenden  Werthe  von  x  mit  der  vorstehenden  übereinstimmen.  Dies 
ist  aber  nicht  möglich,  da  in  der  letzteren  Reihe  das  Glied  })ix~  vorkommt. 
(Da  die  erste  Ableitung  einer  Potenzreihe  von  x  niemals  ein  Glied  mit 
dem  Exponenten  —  1  enthält,  so  kann  sich  das  angegebene  Glied  nicht 
gegen  ein  anderes  heben).  —  Angenommen  nun,  es  seien 

'     ."         .('■) 

die  in  dem  angegebenen  Bereiche  liegenden  Werthe  A'on  x,  welche  die 
Gleichung  F{x,  x,, ...  rr,,)  =  0  befriedigen  ,  wobei  ein  jeder  in  diese  Reihe 
so  oft  aufzunehmen  ist,  als  seine  Oi'dnungszahl  anzeigt,  so  wird  die 
Differenz 

ax  1  1 


^  x  —  X  X^  X 

für  keinen  Wertli  von  a-,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  p  ist,  un- 
endlich gross,  und  kann  daher  in  eine  nur  ganze  positive  Potenzen  von 
X  enthaltende  Reihe  ^(a)  entAvickelt  werden.  Für  alle  Werthe  von  x, 
die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  p,  aber  grösser  als  jede  der 
Grössen  a;',  a", ...  x^''*  und  p^,  sind,  hat  man  also: 


dF 
dx 


wo 


und 


V=0 


dF 

dx 

"F' 


V  =  ^  :o 


=  mx        i    (r(.r)  —  21j       ^{^'V  "•  ^'n),  •  '^' 


V  = OQ 


Eiiiigi>  auf  die  'riionri.-  dor  aiial.vt.  Fuii<t.  iiiiluin  r  XCiiindcrl.  sj.  h  Imz.  Sitt/.i-.    I  1  I 

])it'  Vcrfilcicliuiiu  dieser  lieidcii  Aiisdriu'kc.  vnii      ^  '      f^i('l)t 

6'y  =  ))i  udec  /•       iit 

d.h.  die  Anzahl  ih'r  in  Rede  stehenden,  die  (ileichnn;:;  Fix,  j-^, >'„)  ^  0 

befriedigenden  Werthe   von   ;'■  ist  f;leich   (U-ni  (liadr   (h's  Ant'jingsgliedes 
von  F(.r.  0.  ...0). 

Ferner  ergiebt  sieh ,  wenn  man 

V  =  —  /  nnd  / "--  0  annimmt 

Setzt  man  daher: 

,./                      \        /             '\  /  (m)\  m  ,    ,.     m—i   .  ,    ,.    • 

f{x,  .Tp  . . .  XfJ  =  (x  —  X  ) {x  —  X     )  =  X    4-  / j  a:-        4-  •  •  •  -f- 1,^ 

so  dass 

IL 

dx  1         ,  ,1 


.(W) 


ist,  so  erhält  mau  für  Werthe  von  x,  die  dem  ahsohiten  Betrage  nach  grösser 
sind  als  x'. ...  x     , 

mx       -'rim  —  l)f^x       -T---+tyn-\         .    -1  -•'  -3 
-— , ■■■^-  m  X     -r  .''■  x'     -1-  S.yX     -V  •  •  • 

X  .      lyX  ,        •     •     •        ,       / „j 

und  hieraus: 

3/3  =-^3  -^2/1-^1/2 


Hiernach  sind  t\,  .  .  .  /'„  sännnllich  retenzreihen  von  ,'•, <,,.  \v»-lche 

sicher  convergiren,  wenn  alle  diese  Grössen  dem  absoluten  Betrage  nach 
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kleiner  als   p^   sind.     Die  gesuchten  ni  Wertlie   von  x  werden   dann  ge- 
funden dureli  Auflösung  der  Gleichung 

dF 
Man  erhält  ferner  durch  Yergleichung  der  beiden  Ausdrücke  von  — ^ 

oo 

^(x)  =  G(x)  -  2 (^+  1)  ^(^'v  '•■^»^.y-^' 

für  alle  AV'erthe  von  rr,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  p  sind. 
Setzt  man  daher 


.-1-1  ■ 

V  =  0 


(5)(a-,  .Tj,  ...  ir.„)  =  I  G (x)  d X  —  2^  Gri^v •  •  ■^■«), 

'o  ''=  " 

SO    sind   ©  und   '^    gewöhnliche    Potenzreihen  von    a-,  Xj, ...  r^, ,    welche 
sicher  convergiren,  wenn   |  x  |  <  p,  |  a-j  j  -c  Pj, ...  |  a?„  |  <  p^ .     Dabei  wird 
§  =  1,  wenn  a-,  a-j, ...  a^„  sämmtlich  verschwinden. 
Aus  der  Gleichung 

dF  df  eg 

dx  dx  dx 


folgt  nun  '  ^ 

Jf  yX,  Xj,  ...  X^J  =  I  (X,  a'j,  . . .  J'^jJ  .    U  Q\Xj  X^i  • . .  X^^)  , 

WO  C  den  Coefficienten  von  x"^  in  F(j;,  0,  ...0)  bedeutet. 

Die  Coefficienten  von  /",  %  sind  nun  unabhängig  von  den  gewählten 
Grössen  p ,  Pj ;  die  vorstehende  Gleichung  muss  also  gelten  für  alle  Werthe 
von  X,  x^, . . .  x,^ ,  bei  denen  die  Eeihen  F.  /'.  %  alle  drei  convergiren. 

Nehmen  wir  also  eine  Grösse  S  so  an,  dass  erstens  alle 
AVerthsysteme  von  x,  x^, ...  x^^ ,  in  denen  jede  dieser  Grössen 
dem  absoluten  Betrage  nach  die  Grenze  §  nicht  überschreitet, 
dem  Convergenzbezirk  der  genannten  drei  Reihen  angehören,  und 
dass  zweitens  %(x,x^. ...  x^,)  für  keines  derselben  verschwindet, 
so  Averden  diejenigen  unter  diesen  Werthsystemen,  welche  die 
Gleichung  -F(x,a'j,  ...x„)  =  0  befriedigen,  durch  Auflösung  der 
Gleichung  ;;/teu  Grades  t\x,Xy, ...  oc^^)  =  0  bestinunt. 
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Es  ist  hierbei,  wie  bemerkt,  angeiKmmieii  worden,  dass 

F(r,()....0) 

nicht    i(UMiti,seh    gleich  2sull    ist.      Ist    dies    dw    l'';ill,    so    liat    man    zur 
Lösung-  der  gestellten  Aufgabe  folgendermassen  zu  verfahien. 

Man  bezeichne  mit  (;r,r,,....r^^)  die  Snmnie  derjenigen  (iliedei-  Vf»n 
i^.r.Ä'j, ....r,;),  welche  von  der  Xten  Dimension  sind,  und  mit  (i  den 
kleinsten  Wertli  von  X;  für  welchen  die  Coeflicienten  von  (x,:r^,....rj 
nicht  sämmtlicb  versdiAvinden ,  so  dass  man 


F{a;x\,...x,^)  =  ix,x^,  ...a',;)^^^-  {a-,x^, ,..x„)^^_^^^- 


hat.     Sodann  führe  man  an  Stelle   von  j\x^,...x^^  ebenso  viele  andere 
Veränderliche  [/,  i/^,  ■■•  i/^  ein  mittelst  der  üleicliungen: 


wo  die  Grössen  ('oo?  •  •  •  <»«  Constanten  bezeichnen,   die  keiner  andern  Be- 
schränkung unterworfen  sind,  als  dass 

I  'Oü'  •  '  •  '■OH 
CjQ,  ...  t'j,„ 
I 

^'no'  '  •  •  *•««  I 


und 


1^ 

von  Null  vei-schieden  sein  müssen.  Durch  diese  Substitution  verwandelt 
sich  F{x,x^,...xJ  in  eine  ähnliche  Function  von  //.//,....//,,,  welche 
mit  F{)j,i/^....ij.^  bezeichnet  werden  möge.     Dann  hat  man: 

F{>j,i), ...  0)  =  (c^,,  c,,.  ...  (,,)j^//''-i  Ow  '■,„•  •■•'■.„)..  ,  ,  >/    '      ■  ■  ■ 

Es  ist  also  die  Function  ^(//,  0.  ...U)  niclit  identisch  gleich  Null 
und  ihr  Anfangsglied  von  der  |Jiten  Ordnung. 

Man  kann  daher  nach  dem  Bewiesenen  F{i/,  i/^, ...  i/,,)  darstellen 
in  der  Form 

8 
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wo©j,  ...Ö3  Potenzreilieu  von  y/j, ...  v/„  bezeiclinen ,  die  sämmtlicli  gleich 
Null  werden ,  wenn  diese  Veränderlichen  sännntlich  verschwinden ,  während 
®{u,y^,...y^,)  eine  Potenzreihe  von  y,y^,...yn  ist,  w^elche  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  erhält,  w^enn  y,  y^, ...  //,^  sämmtlicli  gleich  Null  gesetzt 
w^erden.  Die  letztere  Eeihe  kann  nun  in  eine  ebenso  beschatiene  Potenz- 
reihe von  a-,  a-j, ...  .T,j  verwandelt  w^erden,  die  mit  &{x,x^,...x^i)  bezeichnet 
werden  möge.     Dann  hat  man 

F{x,x^,...xJ=  (y^-'r  y''"'&,(y,,...yn)  r r  i%{y„...y,,))&{^;x^,...x^) 

Nun  kann  man  o  so  klein  annehmen,   dass  für  jedes  AVerthsystem 
der  Grössen  a',ifj, ...  Ä-„,  in  welchem  jede  einzelne  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  als  S  ist,   erstens  (^)(x.x^,...x,^)   einen   von  Null    verschie- 
denen Werth  erhält  und  zweitens   das   entsprechende  AVerthsj'-stem    der 
Grössen  y^-'-yn  tlem  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirke  der  Eeihen 
®i  (//i-  •  •  •  //«)  r  ■  •  •  ®|i  {Uv  •  ■  • !/),)  ^iigeliöi't.    Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes : 
AVenn    man  zu  jedem   dem   gemeinschaftlichen   Convergenz- 
bezirke der  Reihen  ®j ,  ...  ©j^  angehörigen  Werthsysteme  y^.  ...yn 
die  |Ji  der  Gleichung 

y^+y^''(^^{y^,...y,)       ■■■       W,,(//j,  ... // j  ~  0 

genügenden AVerthe  von  y  bestimmt,  und  dann  aus  den  so  sich  er- 
gebenden AVerthsystemen  y,  y^, ...  y^  die  entsprechenden  AVerth- 
systeme  x,x^,...x-^^  berechnet,  so  finden  sich  unter  den  letzteren 
alle  diejenigen,  welche  die  Gleichung  F{x,x^....x^^  =  0  befriedigen 
und  die  Bedingung  erfüllen,  dass  jede  einzelne  Grösse  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  kleiner  als  die  angegebene  Grösse  o  ist. 


2. 

Eine  Potenzreihe  ^lij(a?j, ...  ;/„)  ist  durch  eine  andere  %^^{x^,  ...x^^ 
theilbar,  w^enn  sich  eine  dritte  Eeihe  ^^(a-^  ...  a;„)  so  bestimmen  lässt, 
dass 

ist. 

Hat  ^s^  an  der  Stelle  {x^=0,  ...  x^-^O)  einen  von  Null  verschie- 
denen AVerth ,  so  existirt  stets  eine  die  vorstehende  Gleichung  befriedigende 


Eiiiiii'c  auf  (lio  Tlirorif  ilor  aiiaivt.  Kiiuit.  incliri'rer  N'criiiidcil.  sicli  licz.  Siit/.i'.    I  1") 

Reihe  ''^\,;  dag-egen  ist  dies  iiiclit  dri-  |"',il|.  wenn  ^^i  (o.  ,..  o) -- 0  ist, 
Avälirend  '»|>j(Ü, ...  0)  einen  von  Nnll  verseiiiedeiien  WCrth  liat.  Ks  Mril.t 
daher  mir  zn  nntersuchen ,  nnter  welclien  I5('dingniii:vii  '[^^  i\\\]r\\  X\,  t heil- 
bar ist  in  dem  Falle,  wo 

^o(0,...ü).  ^;i, ("-••") 

beide  gleich  Nnll  sind. 

Man  führe   (wie   in  Art.  1)  an  Stelle  von  .rj,..../-^^   n   andere  Vei'- 
änderliche  fj,  ...f,^  ein,  indem  man 

^A^^  On'\  '    •  •  ■  -    f/ij, t), 

setzt  und  die  Constanten  r/^j .  ^/j., ,  . . .  ^^^^  so  wählt,  dass  erstens  x^, ...  x^^ 
von   einander   unabhängige   Functionen   der  Grössen  t^^...t^^    sind,    und 

zweitens  weder  ^^yO/a^' •••//»! ^)  ^'^^^^^  "^x^iA^ '••  ünA)  f"i"  Jetten 
AVertli  von  t^  verschwindet.  AVenn  dann  die  höchsten  Potenzen  von  ^, , 
durch  welche  diese  beiden  Functionen  von  ^j  theilbar  sind,  beziehlich  die 
Exponenten  |ji,  v  haben,  so  kann  man,  wie  in  xlrt.  1  gezeigt  worden, 

%{x^, ...  aj  auf  die  Form  G^{t^J.,, ...  Q  %{t^....  t,;) 
bringen,  wo 

o,{tvh^ ... g  =  ^^^  %{t,, ... g ^r  +  •■■-  ^i.i^- •••  ü 
G,{t„u, ... g  =  tl -r  ^h,{t,, ... g C'- %(f,, •••  f») 

(I  Ol  1 

ist.  Dabei  verschwhiden  '^^,....^j^,  ^^j, . . . ':].\  sämmtlich  an  der  Stelle 
(^^==0,  ...^,,=^0),  während  ^^^(0,  ...0),  "pj^O,  ...0)  beide  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  haben. 

Man  nehme  nun   eine  positive  Grösse  o   so  an,   dass  für  jedes  den 
Bedingungen 

8* 
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genügende   Wertlis3^stem   (t^ (^^)    die    angegebenen   llmformnngeu   von 

^^^(x^,...x^j)j  ^j(a'j,...5e„)  gelten.  Dann  kann  man  ferner  eine  positive 
Grösse  S^,  die  kleiner  als  5  ist,  so  annehmen ,  dass  für  jedes  den  Be- 
dingungen 

fei 55,,  •••  K\^\ 

genügende  Wertlisystcm  [/.,....  t^i)  jede  der  beiden  Gleiclmngen 

nur  dnrcli  solclie  Wei'tlie  von  f^ ,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  0  sind,  befriedigt  wird.  Sind  für  irgend  ein  System  bestimmter  AV'erthe 
von  U,...fn 

^.  ^ , . . .  ^ 

die  von  einander  veiscliiedenen  AV'erthe  von  ^j ,  welche  der  einen  oder  der 
anderen  dieser  Gleichungen,  oder  auch  beiden  genügen,  so  hat  man 

e.fc.v...g  >.,  ,.,. 

G„Q„t.^...i„)     ^''    ''>  ■■■''*'   ''  >   ' 

WO  l^....\^^  ganze  Zahlen  bezeichnen,  deren  Summe  gleich  v  —  [x  ist. 
Hat  eine  dieser  Zahlen  einen  negativen  AWrth.  so  kann  man  der  Grösse  ^j 
einen  solchen  AVeith  geben ,  dass 


^i\*vt}i  •••  tu) 
G-^it^.t.-,,  ...y 


>  9 


ist,  Avo  g  eine  beliebig  angenommene  positive  Grösse  bedeutet,  ohne  dass 
G^j(^p^^, ...  f^j)  =  0  ist.     Infolge  der  Gleichung 

^o(^'p---^«)      (^u^UA^---Q  '%%...t,;) 

existh-en  also  in  jeder  noch   so  kleinen  Umgebung  der  Stelle  (0,0....  ü) 
Werthsysteme  {x^, . . .  x„) ,  für  die  der  Quotient 
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dem  absoluten  Betrage  nach  jede  l)eliel)ig  anf;(!n()iinnene  Grösse  übertiirtY. 
])araus  folgt  sofort,  dass,  wenn  ^|>,(.rp  ...  ir„)  durch  ^^(a',, ...  ./„)  theil- 
bar  sein  soll,  jede  der  Zahlen  X^,...l^^,  positiv  oder  gleicli  Null,  und 
somit  (zunäclist  unter  der  Voraussetzung,  dass  /.,..../„  bestimmte,  den 
Bedingungen 

w^^,  •••  ig ^5, 

genügende  Wertlie  haben,  und  der  absolute  Betrag  der  Verändci-lichm  f^ 
nicht  grösser  als  5  sei)  G^{f^,t.,,  ...t^^)  durch  6?(j(fj,f2,  •••',,)  tlieilbar  sein 
muss.     Dazu  ist  zueret  erforderlich ,  dass  v  >  [x  sei. 

Nun  kann  man  al)er,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  und 

zwei  ganze  Functionen  von  f^  mit  unbestimmten  Coefficienten  sind,  zwei 
andere  Functionen 

dergestalt  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

V— |i4-l 


"^0 


{BJ^+---  +  B,) 


besteht;  und  es  sind  dann 

C(j, . . .  G^—jj.  ,     1\^  •'•  ^11 

ganze  Functionen  von  .4,,. ...  .4,,,  i?,,. . . .  7?,, .    Die  nothwendigen  und  lun- 

reichenden  Bedingungen  dafür,  dass  bei  bestinnnten  AVerthen  von  J„ 1,^. 

J5^, . . .  i>\^  und  unter  der  Voraussetzung,    dass  ^1^  niclit  de-n  AVtitli   Null 
habe, 

BJ^-' ■  /?,  durcli  aX     ■••-i-l.i  tlieilbar  .sei, 

werden  dann  durcli  die  |i  Gleichungen 


/>,      ......   /;,,-o 


auso:edrückt. 
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Setzt  man  nun 

B^^i,  i\- i^,(t„ ... t,). . . .  B,^ i,(^, ... g , 

so  werden  C^^, . . .  C^^i^ ,  Di,---D^  Potenzreihen  von   t.,,...f^^,  die  sämmt- 
lich  an  der  Stelle  (^^=0, ...  f„  =  0)  verschwinden  und  mit 

bezeichnet  werden  mögen.    Damit  ^^j(.rj, ...  a-J  durch '^^^„(./i, ...  a„)  theil- 
bar  sei,  müssen  nun 

sämmtlich  vei'schwinden ,  wenn 

!^,    0,.  ...  ig<5,. 

Dies  ist  aber  nur  möglich,  Avenn  in  jedei'  Reihe  sämmtliche  Coefticienten 
gleich  Null  sind. 

Angenommen  nun,  diese  Bedingung  sei  erfüllt,  so  liat  man 

G,  (t,J,. ...  f,)  =  G^Xfv  f-r-  O   ■  Qr''^  •  •  •  ^  i-ix(^.^  -  U) 
und  daher 

\(x„ ... xj  =  G,{t^,  h. ...  g  . %it,. f,. ... g 
%\{x„ ... .r,)  =  r^(^j,  ^„  .. . g  . G,^{t,. f,.... g . ^^^c^,, ... g 
^ ^^,(a;j,^,,....rj  . a,(f„ t,. ... g . ^^^^^'-^"^ 

Verwandelt  man  nunmehr  ^oi^v  ■■•  ^,)  in  eine  Potenzreihe  von  x^, ...  r,j,  so 
ergiebt  sich 


'," 

V\(^r- 

V 

X^,(t,.. 

V-    I 
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W'w  haben  also  folgenden  Satz: 

Es  seien  'j>„("*'r  •••^»')?  ^^C'p  •••  •';,)  ^-^vt-i  l'DU'nzicilicn  von 
r, —  .-)■„,  welche  beide  an  derStelle  (.7-,  —  0, . . .  .r„  ~-  (J)  veischwindeii. 
^lau  bihle  auf  die  angegebene  AVeise  die  beiden  Ausdrücke 

0  Ol  1 

und  setze  aus  ^^.v . . . .  ^|S|^ ,  *":|sj. ...  ^|;,^  die  Potenzreihen 

%(L,...Q,  ...  i„(/„...fj 

zusammen.     Die   notli wendige  und  hinreicliende  Bedingung 
dafür,   dass   '^^^(x^ .r„)   durch  ^s„(.r,,  ...  .r,^)  theilbar  sei.  be- 

4  4 

steht   dann  darin,   dass  in  jeder  der  üeihen  ^^j.  ...^^^j^  sämmt- 
liclie  Coefficienten  gleich  Null  sein  müssen. 
Es  geht  aber  auch  aus  dem  Vorstehenden  hervor,   dass  nur  in   dpin 
Falle,  wo  eine   der  mit   X^,...X^^^   bezeichneten  Zahlen  negativ   ist.    '|>, 
nicht  durch  ^v  theilbar  ist.     Daraus  lässt  sich  schliessen: 

Kann  man  zeigen,  dass  der  absolute  Betrag  des  Quotienten 

-Fl  V^l?  •••  ^7i) 

wenn  {x^,  •••^n)  i^^  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  (0. ...  0) 
und  so,  dass  ^q{x^,  ...  rr,„)  nicht  gleich  Null  ist,  angenommen  wh-d, 
stets  kleiner  als  eine  angebbare  Grösse  ist,  so  reicht  dies  aus,  um 
festzustellen,   dass  ^j(iCp  ...ic„)   dui-ch  ^(,(a'j, ...  :/^,,)  theilbar  ist. 
Denn  wäre  das  Letztere  nicht  der  Fall,  so  müsste  wenigstens  eine  der 
Zahlen  Xj.  ...  X,,j  negativ  sein,  und  es  existirte,  wie  gezeigt  worden,  inner- 
halb jeder  Umgebung  der  Stelle  (0, ...  0)  ein  Werthsjstem  (./-j, . . .  a-^) ,  für 
welches  der  absolute  Betrag  des  in  Kede  stehenden  Quotienten  jede  an- 
gebbare   Grösse   überträfe,    ohne    dass    ^„(a-j, ...  .r^^)   gleich    Xull    wäre; 
was  der  Voraussetzung  Aviderspricht. 

%\ 
In  jedem  Falle,  wo  entschieden  werden  kann,   ob   der  (Quotient  ^,- 

die  angegebene  Beschatfenheit  hat  odrr  niclit.  ist  mau  dcmiiacli  der  T>il- 

4  4 

düng  der  Reihen  "i^^.  . . .  '|>,^  überhoben. 
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Es  soll  min  ferner  nntersuclit  werden,  unter  welchen  Be- 
dingungen zwei  Eeilien  '')^Q{a\, ...  a'.^^),  ^^j(irj. ...  r,,),  die 
beide  an  der  Stelle  (0,  ...U)  verschwinden,  einen  gemein- 
schaftlichen Theiler  von  derselben  Form,  der  ebenfalls  an  der 
Stelle  (0,  ...0)  verschwindet,  besitzen. 
Angenommen,  man  habe 

%{x^,  . . .  r,,)  -  %{a^.  . . .  a-^,)  .  %Jß-^,  . . .  .r„) 
'^i  (j-j,  . . .  .T,,)  --  % (r„  . . .  xj  .  ^s, (./'j,  . . .  a-,,)  , 

und  es  sei  ^\,(0. ...  0)  -  0.  Man  verwandle  wieder  ^^.  Sß^  auf  die  an- 
gegebene AVeise  in  Functionen  von  ^,....^^^.  Zufolge  der  in  Pietretf  der 
Functionen  '']>(, (Vji/i.  ...//„jf,),  ^l^iC^/j/p  ■••(Jn\^\)  gemachten  Voraussetzung 
kann  auch  ^^V,(/yj/j.  ...  ,7,,/j)  nicht  für  jeden  AVerth  von  t^  verschwinden; 
die  höchste  Potenz  von/,,  (luivli  wch-lie  diese  Function  theilbar  ist,  habe 
den  Exponenten  Aj.  so  kann  man 

%J.x^....o-^,)  auf  die  Form  GJt^J.^.  ...  t;y^.St^,  ...Q 

bringen,  wo 

G.ihA^  -  Q  =  ^i"" + ^i(^.'  •••  ^,)  C"' + •  •  •  +  4(^2.  •••  y . 

und  fs,(0,  ...0)  nicht  gleich  Null  ist. 
Dann  hat  man 

G,{f„u ...  tn)  =  G,{t,,t,. ...  g  |^-~^4(^r  .••^,;)=oß,.t, ...  tn)%(f,' ...  g 

-Pol'ir  ...  '11) 

Es  sind  also 

G,{f,j,....t,^,  G,{t,j^...t^;) 

beide  durch  G,,it^J.^,  ...t^,)  theilbar. 

Nun  kann  man  bekanntlich,  wenn 

A^,A^,  ...  A^,,  B^.B^.  ...  B, 
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unbestimmte  Grössen  bedeiileii.  aus  (Icnsclltcu  ciiii-  Krihc  von  <^;\u/.i-n 
Functionen 

C  C     C 

'       1 '       2'    •  •  * 

zusammensetzen,  vermittelst  welcher  sich  die  iiothwendij^en  und  liiinviclifii- 

den   Bedingungen   dafür,    dass    hei    hesliiiinitfii   Wcrtlicn   von    A,^ 1   , 

B^ — i?.^  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  weder  yl^  Udcii  L'„  gleich 
Null  sei,  die  Functionen 

einen  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  Xten  Grades  besitzen,  sich  fol- 
gendermassen  ansdriicken  lassen:  Es  muss  C  in  der  Reihe  der  Grössen 
C\  C\,  C,, ...  die  erste  sein,  welche  nicht  gleich  Null  ist. 

Diese  Bedingung  als  erfüllt  vorausgesetzt,  stellt  sich  dann  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  Functionen  in  der  Form 

A  X 

dar.  wo  ([....C^  ebenfalls  ganze  Functionen  von  A^. ...  A^^^,  B^^, ...  II, 
sind.     Nimmt  man 

A^=l,  A^-=%(f^,...Q,   ...  Ä^^%(f,,...f,^ 
B^^l,B^^i\it....Q,   ...   B,^-%{U...fn), 

so  werden  C,  C^,  C\, . . . ;  C'    C.', ...  Potenzreihen   von  f.,,...f^.^.  die  mit 

^(/„.../j,  ^'V„...g,  ^%...g...;  ^"•"(7,..../,).  ^''-'(/.....o. 


bezeichnet  werden  mögen.    Dann  muss,  damit  für  ein  bestimmtes  AN'erth- 
system  {t,....Q 

als  Fuucli(jiien  vnii  (^  betrachtet,  einen  gemeinschaftlichen  Tlieiler  haben, 
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sein.  Diese  Gleichung  besteht  also  hei  der  in  Betreff  der  Functionen 
X\{oc^,  ...a\,),  ^j(ä-j,  ...icj  gemachten  Annahme,  wenn  man  den  Grössen 
1^2,  ...f,i  solche  Werthe  giebt,  für  welche  die  angegebenen  Umformungen 
von  ^Q,  ^1  gelten;  woraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  der  Reihe  ^^(f.„  ...  t.,^) 
sämmtlich  gleich  Null  sein  müssen. 

Damit  ist  die  noth wendige  Bedingung  dafür,  dass  ^^{x^,  ...x^^), 
^j(£Cj, ...  a-,j)  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen,  festgestellt. 

Angenommen  nun,  es  seien  für  zwei  gegebene  Potenzreihen  '^^^  (x^ , ...  .r,j), 
^j(a;j, ...  %)  die  im  Vorstehenden  definirten  Functionen 

W,,-fn),  t%,--fn),  f'\t,,...t,,),  ... 

gebildet,  und  es  ergebe  sich,  dass  die  Coefficienten  der  Reihe  ^ (^.„  ...  t,J 
sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  wie  ferner,  dass  ^^'^^  in  der  Reihe  der 
Functionen  ^,  ^'^\  ...  die  erste  sei,  die  nicht  identisch  gleich  Null  ist. 
Nimmt  man  dann  im  Innern  des  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirkes 
der  Reihen 

ii,(f,,...g,  ...  %(f,....f,),  i\{t,,...t,),  ...  ix^,....g 

irgend  ein  bestimmtes  Werthsystem  (t^,, . . .  t^,)  der  Grössen  t,,,...t^^  an 
und  unterwirft  diese  der  Bedingung,  dass 

und  '|>'^Vo7  •••  O  lücht  gleich  Null  sein  soll,  so  haben 

als  Functionen  von  t^  betrachtet ,  einen  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
vom  Grade  X,  der  zunächst  in  der  Form 

erhalten  wird.  Die  Werthe  von  t^ ,  für  welche  diese  Function  verschwändet, 
sind  sämmtlich  unter  denen,  für  die  G^^it^.t,,.  ...t^^  ^  'd  wird,  entlialten. 
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Jeder  (lor  letzteren  ahw  hat,  Avic  man  auch  /,.  .../^,  den  angegebenen 
Bedingungen  entsprechend  annehmen  möge,  einen  endlichen  Weilh,  dessen 
absohiter  Betrag  unterhalb  einer  angebbaren,  von  /.,,.../^^  unabhängigen 
Grenze  liegt.     Dasselbe  gilt  also  auch  von  dem   Ihncb 

*"■■'•■'('. '„) 

—  a> '  (/.'-1,...X) 

woraus  sicli  nach  dem  Obigen  ergiebt,  dass  der  Zähler  durch  den  Xenner 
theilbar  ist.  Damit  ist  bewiesen,  dass  der  vorstehende  gemeinschaftliche 
Theiler  von  G^^{t^,t^,  ...i^^  und  0^{t^,t^,  ...t^^  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann. 

Betrachtet  man  nun  wieder  G^^{f^,t.,,...f^^),  G^{f^,t.,,...tJ^),  G.^{t^,t.,....tjj 
als  Functionen  von  f^  und  dividh't  die  beiden  ersten  durch  die  dritte,  so 
ergiebt  sich: 

G,it^,t^. ...  g  ^  G.^f,,t,, ... g  G^{t,,t^, ... g , 

wo  G,,G,  ganze  Functionen  von  t,,  deren  Coefficienten  Potenzreilien 
von  t.^....f^^  sind,  bezeichnen. 

Multiplicirt  man  sodann  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  ^^^(fj, ... /^„), 
die  zweite  mit  $^(fj, ...  g  imd  drückt  darauf  t^.  ...  t,,  durch  o-j, ...  .r,,  aus. 
so  ergiebt  sich: 

^^o(-^i'  •••  %)  =  ^2(^1'  •••  ^n)  %(P\'  •••  ^';/) 

wo 

ist. 

Es  lässt  sich  nun  ferner  beweisen,  dass  ^^(Xj, ...  ü„),  'i^^ (./•,....  ./•„) 
nicht  beide  diu'ch  eine  an  der  Stelle  (x^=0,  ...x^^O)  verschA\imlende 
Potenzreihe  von  rrj,  ...rr„  theilbar  sind. 
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Es  ist: 

%{t,,  ... rj  ==  o,(t,,t, ...  Q  %(t^,t, ...  g 

H?,(.r,, ...  .rj  =^  G,it„t,, ...  Q  ^^{t^J.,,  ...  Q  . 

Wären  mm  "^.^(x^, ...  x,,^),  ^^(.0;^  ...  x,,)  beide  diu'cli  eine  an  der  Stelle 
(5Cj=0,  ...  iP„-=0)  versclnvindende  Potenzreihe  von  .  o-j, . . .  a?,j  theilbar, 
so  müssten  sich,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  zwei  Grössen  5,  5,  so 
annehmen  lassen,  dass  für  jedes  den  Bedingungen 

M^^,    •   •   •     \in\^\ 
genügende  Werths3'Stem  (/^.  .../^,)  die  Gleichungen 

G,{t„t.^,...f„)  %{t,,...Q-0, 

durch  einen  uiul  denselben  Werth  von  f^,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner 
als  5  wäre,  befriedigt  würden.  Bei  hinlänglicli  kleinen  Werthen  von  5,  Oj 
müsste  dieser  AVerth  \(m  t^  also  den  beiden  Gleichungen 

G,{t,J,,...Q  =  0, 
G^(t^,t.,....Q  =  0 

genügen,  und  es  hätten  somit  für  jedes  den  angegebenen  Bedingungen 
entsprechende  AVerthsystem  {t.„  . . .  t^^ 

als  Functionen  von  t^  Ijetrachtet  einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  und 
daher 

G^^J,....t,;)  und  G,{t^d.,,...Q 

einen  gemeinschaftlichen  Theiler  von  höherem  als  dem  Xten  Grade.  Dies 
ist  aber  nicht  der  Fall,  wenn  man  t.,. ...  f^^  so  annimmt,  dass  %  ^ {t.>,  ...  /'„) 
nicht  verschwindet;  und  es  ist  somit  die  Annalmie,  dass  ^^(a'j, ....%)  und 
'^^{x^,  ...x^)  beide  durch  eine  an  der  Stelle  (a^j  =  0 ,..,  ic„  =  0)  verschwin- 
dende Potenzreihe  von  Xj^,...x^^  theilbar  seien,  unstatthaft. 
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Wif  haben  also  den  Satz: 

Die  ii()tliweii(li«;e  und  liiiiii'icliciide  J^ediiif^niif?  dafür,  dass 
zwei  gegebene,  an  der  Stelle  {x^^^O,  ...a"„=0)  verschwindende 
Potenzreilien  *^\,(.r,. ...  .v,,),  '*:).i,(,r,, ...  .r„)  beide  dnicli  eine  dritte 
Reihe  von  derselben  Beschali'enheit  theilbar  seien,  besteht  darin, 
dass  die  Coefficienten  einer  bestinunten.  nach  der  gegebenen  Vor- 
schrift zu  bildenden  Potenzreihe  von  n  —  1  Veränderlichen  ^,  . . .  f„ 
sämmtlich  gleich  Xnll  sein  müssen.  Ferner  ist  es,  wenn  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  stets  iiii 'glich,  ^^^,j(xj, ...  r,,),  '!|Jj(a-j, ...  icj 
in  der  Form 

^,(;r„...ag==^,(.',....;rg^,(.., rj 

so  ausdiücken,   dass  ^^(Xj, ...  a-„),   ')Si^^{x^,  ...x„)  keinen   an  der 
Stelle    (a-j  =  0,  . . .  a'„=-ü)     verschwindenden    gemeinschaftlichen 

Theiler  haben.*) 

Hieran  knüpfen  sich  nun  noch  einige  andere  Sätze. 

Ich  nehme  jetzt  an,  es  seien  %{x^, ...  x,,^),  ^^^(a:., ...  x„)  nicht 
beide  durch  eine  an  der  Stelle  (0, . . .  ü)  verschwindende  Potenzreihe  von 
x^,...x„  theilbar,  aber  ^^i^^CO, ...  0)  und  ^:^^(0. ...  0)  gleich  Null.  Dann 
giebt  es  in  jeder  Umgebung  der  Stelle  (0,  ...0)  unendlich  viele  AVerth- 
S3^steme  (o-j, ...  rr,;),  für  die  sowohl  ^^{x^, ...  x^^)  als  ^^(.i\. ...  x^^)  ver- 
schwindet. Denn  man  drücke  wieder  ''^^(x^,  ...x,,),  Sl^^ix^,  ...x^^)  auf 
die  angegebene  Weise  durch  die  Veränderlichen  t^,t.,,  ...  f,^  aus,  be- 
stimme die  Function  -^(^,  ...<„)  und  nehme  auch  die  Grössen  5.  Oj 
so  an,  wie  oben  festgesetzt  worden  ist.  Dann  giebt  es  unendlich  viele, 
den  Bedingungen 

\t,   -5,.  ...    f^/^o^ 

entsprechende  Werthsysteme  (/.„...  ^,/).  für  die 

ist,  und  zu  jedem  dieser  Werthsysteme  giebt  es  wenigstens  einen  Wt-iili 


*)  Es  lässt  sich  aus  (lein  Voiliergehcnden  noch  Icidit  alih'itcn.  dass  joile  Poteiiz- 
reihe  vuu  J\....x,^,  durch  weldie  die  gegebenen  lleihen  l>eide  tlieilliar  sind,  uothweiidii; 
ein  Theiler  von  ^„(x^, ...  xj  ist. 


126   Eiuigo  auf  die  Tlieorie  der  aiialyt.  Fuiu-t.  mehrerer  Yta-äiiderl.  sich  bez.  Sätze. 

von  fj,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  5  ist,  und  der  die  beiden 
Gleichungen 

befriedigt;  woraus  das  zu  Beweisende  unmittelbar  folgt. 

Man  nehme  jetzt  im  Gebiete  der  Grössen  x^,...x^f  irgend  einen 
die  Stelle  (0,  ...0)  umgebenden  Bezirk  so  an,  dass  für  jedes  demselben 
angehörige  Werthsystem  (x^,...x^^)  nicht  nm-  die  Gleichungen 

^^(x„ ... X,)  =  Gß,,t,, ...  g  %,{t^, ... t,;) 

%x ipCv  •  •  •  ^n)  ^  ^1  (^'  ^2'  •  •  •  ^))  '$1  (^'  •  •  •  ^() 

gelten,  sondern  auch  ^^it^,  ...i^),  ^j(^j. . .. /,,)  beide  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  haben;  und  setze,  unter  (cj, ...  f,j)  irgend  ein  bestimmtes 
Werths3"stem  der  Grössen  x^,...x^^  in  dem  genannten  Bezirke  und  unter 
(/>j, ...  h^^)  das  entsprechende  Werthsystem  der  Grössen  t^, ...  t^^  verstehend, 

a^j  =  Cj  -f  Z6 j ,    ...    x.^^  ^=  Cjj  +  a^^ 
so  dass  man 

hat. 

Es  können  nun  '^^^(c^  +  u^, ...  c,^-\-^l^^),  '^^(c^  +  v^. ...  c^^-^^^^^),  als 
Potenzreihen  von  ?fj,...M„  betrachtet,  einen  an  der  Stelle  {n^=O....Uj^  =  0) 
verschwindenden  gemeinschaftlichen  Theiler  nur  in  dem  Falle  besitzen,  wo 
^^,(Cj, ...  c',j),  ^j (Cj, . . .  c^j)  beide  gleich  Null  sind.     Dann  ist  auch 

G^{b^,k,,...b^)  =  0; 
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es    gellt    aber    aus    den    Ausdiückeii    von    ^'„ ,  (i\    licivor.    dass    wcdn- 

(ry(6j-!-.s-j, />., h^)  noch  (?j(/>j-j  .Vj, />^, ...  A^,)  für  jeden  Wci'tli  von  .v,  wv- 

seliwindet:  man  kann  also 

in  der  x\it  bringen,  dass 

^(0....0),.    .    .  .    ii(0....0)„,, 

i(u,...u),,  .  .  .  iHo,...o)„, 

sämmtlicli   gleich  Xull   sind,   während  ''^(0,...0)^,  ^(0,...0)j  beide  einen 
von  Xull  verschiedenen  Werth  haben. 

Angenommen  nun,  ^oC^i-^^'p  •••  ^«+'0?  ^lO'i+^'r  •••  t»-  "«)  ^^'äi'*^" 
beide  durch  eine  dritte  an  der  Stelle  (?fj  =  0, ...  ?(„  =  0)  verschwindende 
Potenzreihe  von  UJ^,...u.^^  theilbar,  so  würde  sich  nach  dem  Vorher- 
gehenden zu  jedem  System  unendlich  kleiner  Werthe  von  s., , . . .  s^^  ein 
ebenfalls  unendlich  kleiner  Werth  von  8j  finden  lassen  für  den 

beide  gleich  X^ull  wären.     Dann  aber  müsste 

für  jedes  System  unendlich  kleiner  AVerthe  von  .'<.,,...  s,^  sein,   was  nach 
einem  bekannten  Satze  nur  der  Fall  ist,  wenn  » 

für    jedes    dem    Convergenzbezirk    der    lleilie    angehörige   Werthsystem 
^,,...f„  verschwindet,  also  die  Coefricientcn  der  Reihe  sämmtlich  gleich 

Xull  sind.     Bei   der  in  Betrett"  der  Keihen   %,(a-^ /„).   t\U\,  ••■  ^rj 

gemachten    Annahme    ist    aber   'V>{t,, ...  f^,)    nicht  identisch   gleich   Xull; 
und  es  ist  somit  erwiesen: 
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Wenn  die  Reihen 

keinen  an  der  Stelle  (Xj=0,  ...  Xj^^-O)  veiscli windenden  genicin- 
scliaftliclien  Tlieiler  besitzen,  so  liaben  anch 

als  Potenzreihen  von  n^....n^^  betrachtet,  keinen  an  der  Stelle 
{u^=0,  ...  Uf=0)  verschAvindenden  gemeinschaftlichen  Tlieiler, 
voransgesetzt,  dass  die  Stelle  {x^=c^,  ...  x^^=c^^)  innerhalb 
einer  gewissen  —  oben  definirten  —  Umgebung  der  Stelle 
ix^=0,  ...  %=0)  angenommen  Averde. 


3. 

Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen 
beliebig  vieler  A^eränderlichen. 

Ich  sage  von  einer  eindeutigen  analytischen  Function  f(x^, . . .  x„),  sie 
verhalte  sich  an  einer  bestimmten  Stelle  (^f, ,...«„)  regulär,  wenn  sie  in 
einer  gewissen  Umgebung  dieser  Stelle  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

2  {  ^-^v,. ...  V,,  0''i  -  "i)''   •  •  •    i^n  -  «»)  "  } 

dargestellt  werden  kann,  wo  v^,  ...v^^  ganze  Zahlen  bezeichnen  und 
unter  den  Coefflcienten  A^  ._v  "^'^ii  x^,...x.,^  unabhängige  Grössen  zu 
verstehen  sind.  Diese  Reihe  nenne  ich  dann  ein  reguläres  Element  der 
Function.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Grössen  a^ — ff„  zum  Theil 
oder  auch  alle  den  Werth  oo  haben  können,  wenn  festgesetzt  wird,  dass 

das  Zeichen  x  —  og  gleichbedeutend  mit  —  sein  soll. 

X 

Aus  der  vorstehenden  Definition  ergiebt  sich  nun  sofort: 
Verhält  sich  eine  eindeutige  analytische  Function /"(a-j, ...  x„)  regulär 
an  einer  bestimmten  Stelle  {a^, . . .  «,„) ,   so   gilt  dasselbe   auch  von  jeder 
Stelle  {a[,...cQ,  die  in  einer  gewissen  Umgebung  der  ersteren  liegt. 
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Denn  ('S  sei  ''|>(,/,— ^f,,  , ..  .r„— «,,)  dir  l^■ill(■.  wrldic  die  hfirac.litt'Je 
Fiuictiüii  in  der  Umgebung  von  («j, . . .  a,,)  diir.stellt,  so  lässt  .sich  aus  der- 
selben, wenn  man  im  Innern  ihres  Convergenzbezirkes  eine  SteUe  {a\, ...  a[,) 
willküilicli  annimmt,  eine  andere  Keihe  '']^^(J'^  —  a[, ...  x^^—a',^)  dergestalt 
ableiten,  dass  fiir  alle  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  (a',, ...  a^j)  an- 
gehörigen  AVerthsysteme  {x^,...x^,)  die  Gleichung 

bestellt.  Es  ist  also  '•^>, (;/•,— «j ,...  .7-„—rtJj)  ebenfalls  ein  Element  dei- 
Function  /"(a'j, ...  r,,).  und  es  verhall  sich  diese  demnach  auch  an  der 
Stelle  (rt|,  ...rt,'j)  regulär. 

Die  Gesammtlieit  der  Stellen,  an  denen  die  Function  f{J'^, ...  j,/)  sich 
regulär  verhält,  bildet  hiernach  ein  27i-fach  ausgedehntes  Continuum  im 
Gebiet  der  Grössen  x^,...x^^. 

Dieses  Continuum  ist  nun  uoth wendig  begrenzt. 

Angenommen  nämlich,  es  sei  ^(a-j— «,,  . . .  ic,;j— «„)  ii'gend  ein  Element 
der  Function  /",  wobei  verausgesetzt  werde,  dass  die  Stelle  («,,...«„)  im 
Endlichen  liege;  so  können  zwei  Fälle  eintreten: 

1.  Convergirt  die  Reihe  ^{x^—a^,...x^^—a^^)  für  jedes  System  end- 
licher Werthe  der  Grössen  o-j,  ...  Xf^.  so  besteht,  wenn  '^^{x^—a[, ...  x,i—a'J 
iigend  ein  reguläres  Element  der  Function  /'ist,  für  jedes  dem  Convergenz- 
bezirk  der  Reihe  ^-|3^  angehörige  System  endlicher  Werthe  von  x^,...XJ^ 
die  Gleichung 

^1  («,-«;, ...  x„-a;)  =  ^{x-a^,...  x,-a,^). 

Dies  ist  aber  unmöglich,  wenn  die  Grössen  c^,'....«^'^  nicht  sämmtlich 
endliche  Werthe  haben,  woraus  folgt,  dass  in  dem  angenommenen  F'alle 
eine  Stelle  {x^, ...  a:„)  mi  Innern  oder  an  der  Grenze  des  in  Rede  stehenden 
Continuums  liegt,  je  nachdem  die  Grössen  .rj,...a',j  sämmtlich  endliche 
AVerthe  haben  oder  nicht. 

2.  Liegen  die  den  Convergenzbezirk  der  Reihe  '^]^{x^—a^,...Xf—a,^) 
begi-enzenden  Stellen  alle  oder  zmn  Theil  im  Endlichen,  so  giebt  es,  wie 
in  der  Functionentheorie  gezeigt  wird .  unter  ihnen  mindestens  eine  Stelle, 
an  der  sichf{x^,...xj  nicht  regulär  verhält;  eine  solche  Stelle  liegt  dann 
auch  an  der  Grenze  des  in  Rede  stehenden  Continuums. 

Dies  festgestellt,  nenne  ich  jede  an  der  Grenze  dieses  Continuums 
liegende  Stelle  eine  singulare  Stelle  für  die  betrachtete  Function. 


130  Einige  auf  die  Theorie  der  aualyt.  Fimct.  mehrerer  Veräiulerl.  sich  bez.  Sätze. 

Ist  {a[, ...  a,j)  eine  solche  singulare  Stelle,  so  kann  es  möglicherweise 
eine  Potenzreihe 

geben,  die  für  x^-=a[,  ...x^^=al^  verschwindet  und  so  beschaffen  ist, 
dass  das  Product 

'rov'^i     ^*i'  •••  "^n     %J  jyp^ii  •'•  ^n) 

für  alle  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  {a[, ...  «/,)  angehörigen  Werth- 
systeme  (a?j, . . .  x^^  in  der  Form 

45j \X^  —  ft j,  . . .  Xfi     ttj j 

dargestellt  werden  kann.  In  diesem  Falle  nenne  ich  («,',...«,',)  eine 
ausserAvesentliche,  in  jedem  andern  Falle  eine  wesentliche  singu- 
lare Stelle. 

Esgiebt  aber,  Avenn  n>  1  ist,  zwei  wohl  von  einander  zu  unter- 
scheidende Arten  von  ausserwesentlichen  singulären  Stellen. 

Ist  (ftj,  ...rf„)  irgend  eine  solche  Stelle,  so  lässt  sich  die  Function 
/'(a-p  ...  x,j)  für  hinlänglich  kleine  "Werthe  der  Differenzen  x^—a^^ ...  a?,^— a^^ 
stets  dergestalt  in  der  Form 

43 j  \X^      ftj ,  ...  Xfi      Ci^i) 


'Po  V"^l      ^^1 '  •  •  •  "'''t      ^*'t^ 


darstellen,  dass  '^^{x^—a^ — x^^—a^^,%^ix^—a^^...x^^—a^^  nicht  beide 
durch  eine  diitte,  an  der  Stelle  («j,  ...a„)  verschwindende  Reihe 
^^^(rrJ— «j, ...  x,j— rt,j)  theilbar  sind. 

Wenn  dann  ^^(x^  — «j, ...  3:;,^  — 0,^)  an  der  Stelle  («j, ...  «„)  einen  von 
Null  verschiedenen  A\'erth  hat,  so  ist  für  alle  einer  unendlich  kleinen 
Umgebung  der  Stelle  (rtj....«„)  angehörigen  Werthsj^steme  {x^....x^^  der 
Werth  von  f{x^,...x„)  unendlich  gross,  und  daher 

fi^l ,  . . .  Xn)  =  00     für   (x^=  ttj ,  . . .  Xn=  «m)  • 

Verschwinden  dagegen  ^^toj  — rtj, ...  a:„  — «„),  '^^{x^^  —  a^, ...  x^^—aJ^) 
beide  an  der  Stelle  (a^,...a^^),  so  kann  man  (nach  Art.  1),  indem  man 
homogene   lineare   Functionen    t^,f.,,...t^^    von    x^—a^^,  ...  Xn—tt.n  ^^'^' 
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fülirt .  in  mannigfaltiger  AVeise 

^,(a-i-rti,...;z-,-(iJaufdieF()rm(/;+4(^,..Jj<f-'+...+^^(^,..Jj)^^^^^ 
bringen,  dergestalt  dass 

^^(t,, ... g, . . .  iv(f„ ... g,  ii(A„ ... g, . . .  %(t,, ... tj 

flu-  fo  =  0.  ...^,,=  0  verschwinden,  ^^(0,  ...0),  ^i(0,  ...0)  beide  von  Null 
verschieden  sind  und  die  Functionen 

^f+|,a, ...  g  ^f "%  • . . -r  ^f,(^„ ...  g , 

^;v  4(^2.  -  Q  C+  •  •  •  -^  ic'o'  •••  u 

keinen  an  der  Stelle  (^j=  0, ...  ^„  =  0)  verschwindenden  gemeinschaft- 
lichen Theiler  besitzen.  Dann  existiren  unzählige  Systeme  unendlich 
kleiner  Werthe  t^,  t„  . . .  t^^ ,  für  welche  die  erste  der  vorstehenden  Functionen, 
nicht  aber  zugleich  die  zweite  verschwindet;  woraus  folgt,  dass  es  in  jeder 
noch  so  kleinen  Umgebung  von  {a^, ...  «,;)  andere  Stellen  (x^, ...  a?„)  giebt, 
an  denen  ^(,(cCj— «j, ...  rr,^— oj  verschwindet,  ^j(a;j— «j, ...  x,j— «„)  aber 
nicht,  so  dass  an  jeder  solchen  Stelle  f{x^,  ...x„)  =  co  ist.  Es  hat  aber, 
wenn  h  eine  beliebig  angenommene  endliche  Grösse  ist,  die  Function 


f{x^,...x^)-b 


in  der  Umgebung  der  Stelle  (a^ «„)  dieselbe  Fonn  wie  f(x^, ...  XJ^)^,  es 

existiren  also  in  jeder  Umgebung  von  (a^, ...«,,)  auch  Stellen,  an  denen 


^=  oo 


f(x^,...x„)-b 

d.h. 

f(x^,...xj^h 

ist.     Es  kann  also  f{x^,  ...  x^^)  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle   in   einer 

unendlich  kleinen  Umgebung  der  singulären  Stelle  {a^, ...  a„)  jeden 

beliebigen  Werth  annehmen  und  besitzt  deshalb  an  dieser  Stelle  selbst 

keinen  bestimmten  AYerth. 

9* 
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Hierzu  ist  iiocli  Folgendes  zu  bemerken: 

Die  Gesammtlieit  der  Stelleu,  au  deneu  sich  ftoj,  ...  :r,^)  wie  eiue 
ratituiale  Function  verhält  —  d.  h.  die  Gesannutheit  der  nicht  singulare! i 
und  der  ausserwesentlicheu  siuguläreu  Stellen  —  ist  ein  2  n- fach  aus- 
gedehntes Continuum,  dessen  Begi^enzung  die  wesentlichen  siuguläreu 
Stellen  bilden. 

Ist  (rfj,  ...0,;)  irgend  eine  bestimmte  Stelle  im  Innern  dieses  Cou- 
tinuums,  und  hat  /(«j,  ...oj  einen  bestimmten  endlichen  Wertli,  so  ver- 
hält sich,  wie  schon  oben  angegeben  worden  ist,  f(x^,...x^^)  in  einer  be- 
stimmten Umgebung  der  Stelle  (ff,,  ...rt,,)  überall  regulär. 

Ist  /(ffj, . . .  aj  =  oc,  so  giebt  es  in  jeder  Umgebung  dei-  Stelle  (ff,, . . .  ff„), 
die  keine  singulare  Stelle  der  Function 


enthält,  unendlich  viele,  eiue  (2 7i— 2) -fache  Mannigfaltigkeit  bildende 
Stellen,  an  denen  die  Function  f{x^,...x^^)  den  Werth  cxd  hat,  während 
sie  sich  an  allen  übrigen  Stellen  des  genannten  Bereiches  regulär  verhält. 

Hat  endlich  tXx^,...xJ  an  der  Stelle  {a^,...aj  keinen  bestimmten 
Werth,  so  giebt  es  in  jeder  Umgebung  dieser  Stelle  nicht  nur  unendlich 
viele  andere  singulare  Stellen,  an  denen  /"(x,, ...  a:.„)  den  Werth  oo  hat 
—  was  schon  vorhin  nachgewiesen  ist  —  sondern  auch ,  wenn  n>  2  ist, 
unendlich  viele  Stellen,  an  denen  f(x^....x^)  keinen  bestimmten  Werth 
hat.     Das  Letztere  lässt  sich  folgendermassen  zeigen: 

Es  gelte  für  alle  Werthsysteme  (ic,,  ...icj  in  der  Umgebung  von 
(ttj,  ...f(,j)  die  Gleichung 

unter  der  gestatteten  Annahme,  dass  die  Potenzreihen  ^q,  ^^j  keinen  an 
der  Stelle  («,,  ...ffj  verschwindenden  gemeinschaftlichen  Theiler  haben. 
Innerhalb  des  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirks  der  beiden  Reihen 
nehme  man  eine  Stelle  (ff,, ...  ft)^)  zunächst  beliebig  an,  und  setze 


'\     ^'i       -1'    ■  *  '   "^n     ^'7 


X, 


«1—  tj,    .  .  .   X^^      Cfjj—  ?,j 
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Ferner  sei  <y  der  Wert li  V(»ii  c.^  für  .y.^  a',^ ,  und  y;.^  £y  — r.^.  so  sind 
^y.  v,y  lineare  Fiuiclidnen  von  ,/.,.  die  lieide  fiir  .r.^  n[^  verschwinden; 
man  hat  daher 

WO  hy,  ly  Constanten  bezeichnen.  (Wenn  tiy  niclit  --  c-.  ist.  so  ist  hy-=\, 
/.^  =  0.)     Entwickelt  man  nun 

nach  Potenzen  von  y;,.  ...  'f^^,  und  verwandelt  die  so  sieb  ergebenden  Reihen 
in  Potenzreiben  von  t,.  ...S,^,  die  mit 

bezeichnet  werden  mögen,  so  gelten  für  alle  einer  bestimmten  Umgebung 
der  Stelle  {a\ . ...  a  )  angebörigen  Wertbsj'steme  (iCj, ...  a-,,)  die  Gleichungen 

Nun  nehme  man  —  was  dem  am  Schlüsse  von  Art.  2  Bewiesenen  zufolge 
stets  angebt  —  n  positive  Grössen  Cj,  ...C,,  so  an,  dass  erstens  die 
Stelle  (Ej^Cp  ...  ^„  =  C„)  im  gemeinschaftlicben  Convergenzbezirk  der 
Reiben  ^^j(^,, ...  £,,),  ^Sj(Ej. ...  E^^)  liegt,  und  dass  zweitens,  wenn  man 
r-j.  ...f^j  den  Bedingungen 

kil  ^  ^1,  •  •  •  K\  ^  (^n 

unterwirft,  '^f,{c\-{r}^,...Cn'^%,),  ^li'i'  'Qv  ■'- ''v  %)^  ^^^  Potenzreihen 
von  rjj,  ...7)^j  betrachtet,  keinen  an  der  Stelle  (y]j  =  0, ...  yj„  =  0)  ver- 
scbwindenden  gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  Dann  besitzen  auch  die 
Reihen  ^]^.j(x^—a[, ...  x^i  —  a'^j)  und  '^^(x^  — a[. ...  x,t  —  a],).  wie  sofort  er- 
bellt, keinen  an  der  Stelle  (x^  =  a\. ...  Xn—a'^^)  verschwindenden  gemein- 
schaftlichen Theilern,    und  es  hat  daher  nach   dem   vorhin  Bewiesenen 
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/■(a^j, ...  xj  an  der  Stelle  ((([,...  cQ  keinen  bestimmten  Wertli,  wenn 
^.,(0, ...  0),  ^3(0,  ...0)  beide  gleich  Nnll  sind.  Es  giebt  aber,  wenn 
n>  2  ist,  wie  am  Sclüusse  von  No.  2  gezeigt  worden  ist,  miendlicli  viele, 
den  vorstehenden  Bedingungen  genügende  Wer thsysteme  (cj,  ...c,j),  für 
welche  die  beiden  Grleichungen 

iVq,...fJ  =  ü,    ^^(r„...r-,)^0 

bestehen;  jedem  dieser  AVerthsysteme,  deren  Gesammtheit  eine  (2w — 4)-fache 
Mannigfaltigkeit  bildet,  entspricht  also  im  Gebiete  der  Grössen  x^,...Xn 
innerhalb  des  durch  die  Bedingungen 

pj— ctj!  ^  c^,  ...  p„— «,j  <  Cji 

definirten  Bezirkes  eine  Stelle  («',,..,  «J,),  an  der /(xj, ...  xj  keinen  be- 
stimmten Werth  hat. 

Hieran  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  Bemerkung. 

Es  seien  zwei  beliebige  Potenzreihen 

gegeben ,  so  lässt  sich  für  die  dem  Innern  des  gemeinschaftlichen  Conver- 
genzbezirks  der  beiden  Reihen  angehörigen  Stellen  (-^j, ...%),  deren 
Gesammtheit  mit  fö  bezeichnet  werde,  eine  eindeutige  Function  /'{x^, ...  a?,J 
in  folgender  AVeise  definiren: 

Ist   x[,...x^^   eine  Stelle  von  ©,   an   der  ^(,,  ^^^^   nicht   beide   ver- 
schwinden, so  soll 

j..  ,  ,.  -Pil^i ~ ^p  •••  ^w~ %) 

sein. 

Hat  aber  an  einer  Stelle  (.'/;j, ...  x^'^)  sowohl  ^j  als  %^^  den  AVerth 
Null,  so  bringe  man  auf  die  im  Vorgehenden  angegebene  AVeise 

^0  (^1^  ^^1'  •  •  •  ^n~  %)  auf  die  Form  ^2  (a^j— x[,...  x^—  x\^  %^{x.^— rrj, . . .  x^^— x\^ 
45j(^a?j    (Xj^^...x^^    i{,^^)  „     „      ,.     ^^^(^a'j    Xyi,..x^^    x^^)  i^^\XY-x-^^...x^^    ^y\)i 

in  der  Art,  dass  die  Reihen  %.-, ,  ^3  keinen  an  der  Stelle  {x^  =  a^j ,  ...  x^^  =  x'^^) 
verschwindenden  gemeinschaftlichen  Theiler  haben.    AVenn  dann 

^,(0,...0),    ^3(0,...  0) 
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iiiclil  beide  bleich  Null  sind,  so  soll 

IK-'v'^n)     i|j^(o,:.:o) 

sein.    Dagegen  soll,  wenn  sowohl 

^3(0,  ...0)  =  0  als^,(0.  ...0) -0 

ist.  /"(.Tj, ...  x^^  an  der  Stelle  {o(i\, ...  x'^^  keinen  bestimmten  AVertli  haben. 
J)ies   lässt    sich   auch   so    ausdrücken.     Ist   {x\^...x)   ii-gend   eine 
bestimmte  Stelle  von  ©,  so  kann  man  stets  zwei  Potenzreihen 

ohne  einen  an  der  Stelle  (x^  =  x[,  ...  x^-^x'^^)  verschwindenden  gemein- 
schaftlichen Theiler  so  bestimmen,  dass  an  allen  einer  bestimmten  Um- 
gebung der  Stelle  {x[,...x'^^)  angehörigen  Stellen  die  Grleichung 

besteht.    Dann  ist 

A»^p---^M>'-^^(0,  ...0) 

zu  setzen,  mit  der  Massgabe,  dass,  wenn  so   dargestellt  f{x\ — x'^^)  in 

der  Form   -  erscheint,    der   Function    /'  an   der  Stelle  {x[,...xli)  kein 

bestimmter  AVerth  beizulegen  ist. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  die  so  definirte  Function  f(Xy  ...  .r„)  inner- 
halb des  Bereiches  ©  eine  eindeutige  anal3'tische  Function  ist,  für  welche 
diejenigen  Stellen,  an  denen  sie  der  gegebenen  Definition  gemäss  den  AVerthoo 
hat  oder  unbestimmt  ist,  ausserwesentliche  singulare  Stellen  in  dem  oben 
festgestellten  Sinne  sind,  wähi^end  sie  an  allen  übrigen  Stellen  sich  regulär 
verhält. 

Es  sei  {x[....x'^^  ii'gend  eine  bestimmte  Stelle  von  ®,  und 

^^0(^1  -  «P  •  •  •  ^71 '- ('v)  =  %(^i -x[,...  x.„ - x'J  .  ^^(a-, -  x[,  ...X,,- x'„) 
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WO  ^2'^3'^\  dieselbe  Bedeutimg  wie  im  Vorstehenden  haben,  und  ^^ 
sich  auf  eine  Constante  reduciren  kann.  Nach  dem  oben  Bewiesenen 
kann  man  nun  eine  Umgebung  der  Stelle  (xl, ...  x^^)  so  bestimmen,  dass, 
wenn  (icj', ...  a?J)  eine  bestimmte  Stelle  dieser  Umgebung  ist,  und  man 
aus  ^,,^^3,^4  die  drei  Potenzreihen  $3,  ^3,^^^  von  x^- x[',  ...x^—x'^ 
ableitet,  fiii^  welche  bei  hinlänglich  kleinen  Wertheu  dieser  Differenzen, 
tlie  Grleichungen 

452(^1     ^1?  •  •  •  ^n~  "*')(/  ^^  -V2V'^i~  "^1  ?  •  •  •  "^n"  '^n / 

bestehen,  die  beiden  Reilien  ''^.,,  "^^.^  keinen  an  der  Stelle  {x^=x[',  ...x^=x'^) 
verschwindenden  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzen.  Wenn  dann  f(x[',...x^l) 
einen  bestimmten  end]i(-hpn  AVerth  hat,  so  ist 

f,  „     ...  ^  ^#.-") 

'     ' "'        5P,(0,...O) 


4>2V^i      ^1»  •••  ^^     X^) 


d.  h.  es  gilt  die  Gleichung 


innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  {x\....x\^)  für  alle  Stellen 
(iCp  ...  rr^),  an  denen  f{x^,...x^^  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat. 
Wenn  daher  ^2(0.  •••0)  nicht  =- 0  ist,  so  verhält  sich  f{x^,...x^  an 
der  Stelle  {x[....x\^  regiüär. 

Ist  ^.,(0, ...  0)  =  0,  nicht  aber  ^3(0.  ...0),  so  kann  man  die  in 
Rede  stehende  Umgebung  von  {x\. . . .  x\^  so  klein  annehmen ,  dass  an  allen 
Stellen  derselben  der  absolute  Betrag  von  f{x^, . . .  ic^)  grösser  ist  als  jede 
beliebig  angenommene  endliche  Grösse,  so  dass  f{x[, ...  xl^  =  oo  zu  setzen 
ist,  wie  der  Ausdruck  von  /(.Tj,  ...  .r,^)  angiebt. 

Sind  endlich  ^2(0,  •••0),  ^:ß3(ü.  ...0)  beide  gleich  Null,  so  giebt  es, 
wie  oben  gezeigt  worden  ist.   in  jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  von 
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(aj. ...  a'^,)  Stellen,  an  denen  die  Function  /'(ar,, ...  ./•,/)  einen  liciielii;:-  voi- 

oes('Iii'iel)enen  A\'erth  hat;  sie  hat  also  an  dci' Stelle  C/', z;^)  seihst  keinen 

bestinnnten  Wertli. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  in  dei-  anp:P{?ebeiien  Weise  definirte 
Function  /(a;,. ...  ?■,,)  innerhalb  des  Ue/.iikes  (*>J  sich  iilierall  wie  eine 
rationale  Function  veihält. 


Zur  Theorie  der  ganzen  eindeutigen  Functionen  von 
beliebig  vielen  Veränderlichen. 

Dem  Vorstehenden  zufolge  stellt  eine  Potenzreihe  '^(x^, ...  x^),  die 
für  jedes  System  endlicher  Wertlie  der  Veränderlichen  x^....x^^  conver- 
girt,  eine  eindeutige  Function  /( a, , . . .  a, j  dar,  die  sich  an  jeder  im 
Endlichen  des  Grössengebiets  (a^.  ...a'„)  liegenden  Stelle  regulär  verhält. 

Umgekehrt  weiss  man,  dass  jede  eindeutige  Function  /"(a^, ...  a7„), 
die  sich  an  allen  im  Endlichen  liegenden  Stellen  des  Gebietes  {x^....x„) 
regulär  verhält,  durch  eine  für  jedes  Sj'stem  endlicher  Werthe  von 
ojj,  ...a„  convergirende  Reihe  ^)^(x^. ...  x^^)  ausgedrückt  werden  kann. 

Ich  nenne  eine  solche  Function  /'(a-j, ...  a;„)  eine  ganze  Function. 
Hat  die  Eeihe,  durch  welche  sie  dargestellt  wird ,  unendlich  viele  Glieder, 
deren  Coefficienten  nicht  gleich  Null  sind,  so  ist  die  Function  eine  trans- 
cendente. 

Sind  ferner  zwei  Potenzreihen  ^^i,/aj. ...  a„),  ^j(.7j. ...  a;,;)  gegeben, 

welche  beide    für  jedes  Sj'steni    eiidliclK^r  AVerthe  von  a, a-,,   convei'- 

giren.  so  wird  durch  den  Quotienten 

den  in  Art.  3  festgesetzten  Bestimmungen  p:emäss  eine  eindeutige  Function 
Aa'j,...a-„)    deftnirt,    die    dadurch    charakterisirt    ist,    dass    sie  sich   an 

jeder  im   Endlichen   liegenden   Stelle   des   Grössengebiets  ix^ a-,,)  wie 

eine  rationale  Function  verhält. 

Ob  aber  umgekehrt  jede  eindeutige  Function  /"(a-j, ...  r„).  weh-he 
sich  im  Endlichen  überall  wie  eine  rationale  Function  verhält  —  also, 
wenn  (a^,...a^^)  irgend  ein  System  endlichei'  AVerthe  ist,  in  einer  iir- 
wissen  Umgebung  der  Stelle  ((i^....a^^)  als  (Quotient  zweier  Potenzieihen 
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von  a-j— ßp  ...  ic„-«,j  ausgedrückt  werden  kann  — ,  auch  als  Quotient 
zweier  für  jedes  System  endlicher  Wertlie  von  a-j, ...%  convergirenden 
Potenzreihen  sich  darstellen  lasse,  das  ist  eine  für  Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen  bis  jetzt  unerledigte  Frage,  welche  sehr  erhebliche  Schwierig- 
keiten darzubieten  scheint. 

Mit  dieser  Frage  ist  aber  noch  eine  andere  verknüpft. 

Für  jede  rationale  Function  von  a\,...sc^^  gilt,  dass  sie  als  Quotient 
zweier  ganzen  Functionen  dieser  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann 
und  zwar  so ,  dass  der  Dividend  und  der  Divisor  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  besitzen.  Dann  verschwinden  Dividend  und  Divisor  gleiclizeitig 
nur  an  solchen  Stellen ,  an  denen  die  Function  keinen  bestimmten  Wertli 
hat.  Es  entsteht  also  die  Frage,  ob  in  dem  Falle,  wo  eine  Function  als 
Quotient  zweier  ganzen  Functionen  von  x^,...x^^,  von  denen  wenigstens 
eine  transcendent  ist,  dargestellt  werden  kann,  dies  auch  in  der  Art  geschehen 
könne,  dass  der  Quotient  nur  bei  solchen  Werthsystemen  der  Veränderlichen, 

für  welche  die  Function  unbestimmt  ist,  in  der  Form  -  erscheint  —  mit 

andern  Worten,  dass  aus  denWerthen,  welche  Dividend  und  Divisor  an 
einer  bestimmten  Stelle  haben,  sich  unmittelbar  entnehmen  lässt,  ob  an 
dieser  Stelle  <lie  Function  einen  bestimmten  AVerth  hat  oder  nicht,  und 
wie  sie  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  verhält.  Auch  diese  Frage  ist 
bis  jetzt  nur  für  Functionen  von  einer  Veränderlichen  —  und  zwar  für 
diese  im  bejahenden  Sinne  —  entschieden. 

In  manchen  Fällen,  wo  eine  eindeutige  Function  mehrerer  Veränder- 
lichen dui'ch  analytische  Bestimmungen  definirt  ist,  ist  es  aber  möglich, 
die  angeregten  Fragen  mittelst  eines  Theoremes,  das  ich  im  Folgenden 
ausführlich  entwickeln  will,  zu  erledigen. 

Es  bedeute  jetzt  f{oi\,  ...x^^  eine  (transcendente  oder  rationale)  ganze 
Function  der  Veränderlichen  x^,...x^^.  Man  setze  für  diese  Grössen 
ganze  lineare  Functionen  einer  Veränderlichen  x 

so  geht  /"(iCj, ...  a-J  in  eine  ganze  Function  von  x  über,  welche  im  Allge- 
meinen —  d.h.  wenn  die  Grössen  fj,  ...('„  einer  sogleich  anzugebenden 
Beschränkung  unterworfen  werden  —  nicht  für  jeden  Werth  von  x  ver- 
schwindet. Denn  es  erhält  f{x^, . . . x^.),  nach  Potenzen  von  a^—  a^, . . .  x^^— 1\ 
entwickelt,  die  Form 

CO 
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WO  (.Tj— (ij.  "•of',—a,^,)'  ciiu;  homogene  ganze  Function  von  ./j-  n^,  . . .  ?•„—«„ 
bezeichnet;  es  brauchen  also  die  Grössen  r,,  ...r^,  nur  die  r.i'iliiignng  zu 
erfüllen,  dass  die  Ausdrücke 

('V  •••'»)' 

nicht  alle  gleich  Null  sind.  Dies  vorausgesetzt,  sei  in  der  Entwickelung 
von  /'('/j  ;  r,T.  ...  a,ff^i\^'z)  nach  Potenzen  von  -  das  erste  Glied,  dessen 
Coefticicnt   iiiclit  verschwindet,  von  der  Ordnung  (x.  so  hat  man 


/•(ffpC.T,    ...    S-+-<n'^)  =  <^ii^"+<^4-l^ 


1^+1 


wo  C^  nicht  gleich  Null  ist.     Daraus  ergiebt  sich  für  hinlänglich  kleine 
Werthe  von  x 


(Zlog/(ftj+CjT,  .  .  .  «,,-t-c„i:j 


— 1 


clx 
Setzt  man  also 


^IXT-  +  ^^(X) 


d  log^a?,, . . .  r» J  -  2  /a(^r  •  •  •  ^r^  '^^^  • 

WO  /"jCa^j. ...  a?,,),  ...  f^^{x^,  ...x^)  eindeutige  Functionen  sind,  welche  sich 
an  jeder  im  Endlichen  liegenden  Stelle  des  Gebietes  {x^. .  .  x^^)  wie  rationale 
Functiinien  verhalten  und  den  Gleichungen 


dfo,(:r,....x^)         0/o(a;,,  ....r„) 


V  3  =  ] .  ...  »/ 


dX^  (       .'y 

genügen,  so  hat  man 

a=l 

wenn 

x^^a^^c^x,  ...  x^^a.j-^c^T 

gesetzt  wird,  und  es  ist  dann  |x  stets  entweder  gleich  Null  oder  eine 
positive  ganze  Zahl. 

Dieser  Satz  lässt  sich  nun  in  folgender  AVeise  umkclii-en: 
Es  seien  n  Functionen 

/i(a:j,  ...a-J.  ...  f^,{-rv-^n) 
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gegeben,  welche  den  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1)  Sie  sollen  eindeutige  Functionen  sein,  für  die  wesentliche  singulare 

Stellen  im  Endlichen  des  Grössengebiets  (x^, ...  a;„)  nicht  existiren. 

2)  Der  Differentialausdiiick 


^L{^-V-a-'n)(^-'a 


a  =  l 


soll  die  dui'ch  die  Gleichungen 

ö/a(^l?  •  •  •  ^'n)  _   ^f^i^v  ' •  •  ^n)  /a  =  1  ...  v\ 

e^ß  ~  ^  \?  =  i  ...  J 

ausgedrückten  Integrabilitätsbedingungen  erfüllen. 
3)   Es  soll,   wenn  man   für   x^,...x^^  irgend   welche   ganze   lineare 
Functionen  einer  Veränderlichen  x  substituirt: 

00..  —  t/'«  1  C-/^  j  ...  i/^jj        fi  '    ?i   ' 
für  hinlänglich  kleine  Wertlie  von  x 

n 

2  f^{x^ ,...  xj  dx^  die  Form  (|ix"'  +  ^(x))  dx 

a=l 

annelimen.  und  dann  [x  entweder  gleich  Null  oder  eine  positive 
ganze  Zahl  sein,  vorausgesetzt,  dass  von  den  beiden  Potenzreihen 
von  x^—a^....x^  —  a^^,  als  deren  Quotient 

n 
a  =  l 

in  der  Umgebung  der  Stelle  {a^,...a^,)  dargestellt  werden  kann, 
der  Divisor  diu'ch  die  angegebenen  Substitutionen  nicht  indentisch 
gleich  Null  werde. 
Alsdann  existirt  eine  ganze  Function /"(jj. ...  a:„).  welche  der 
Differentialgleichung 

V 

a  =  i 
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o'eiiiigt  und  vidlig  bestiiniiit  ist,  wenn  der  Wcrtli  irgend  eines  iliicr 
Coefticienti'H,  der  in  Folge  der  vorstellenden  (ileicliung  nicht  notliwendig 
gleich  I^ull  ist,  lixirt  wird,  was  in  beliebiger  Weise  geschehen  kann. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehme  ich  zuerst  an,  es  sei  innerhall) 
einer  bestimmten  Umgebung  der  Stelle  (()....  0)  jede  Func'tion  /'^  in 
der  Form 

oo 

=   /  I  i^X'j,  . . .  y  j^J 
v  =  o  "■ 

durstellliai'.     Dann  ist  infolge  der  Bedingung  (2) 

V  V 


8a-ß  dx^ 


Setzt  man 


so  ist 


V  +  1  .^  J  V 

v*^  1'  •  •  •  '^■lO         ^^  2mi  V+T       ''  " '  "^^  a  "^^' 

V 

a  =  n^^^  "■  '         *      •^a  =  iß=i  '^'^ß 

Es  ist  aber 

V  V 

Zj   Zj         '^^^  ^a  f^^ß  =  2j   Zj  '^        ~  *■«  ^^^ß 

a  =  iß  =  i  ^-^-ß  a  =  iß  =  i  ^"^a 

VI  ^ 

=  Zj  '^^^i-  ■••^Jßf^^ß 

ß=l 

a=l 
und  daher 

v  +  l 


V  +  I  ■^-^  V 

a  =  l 
^_^       ^  oo 


a  =  l  v  =  ü 


142  Einige  auf  die  Theorie  der  aualyt,  Funct.  mehrerer  Veräuderl.  sich  bez.  Sätze. 

Entwickelt  man  also,   nnter  C  eine  willkürlich  anzunehmende  Constante 
verstehend,  den  Ausdruck 


°°  v+l 

S  (a-i,  ...a;J 


Ce 


nach  Potenzen  von  x^, ...  x^^ ,  so  genügt  die  so  sicli  ergebende  Potenz- 
reihe, für  f{x^. ...  x^i)  gesetzt,  der  in  Rede  stehenden  Ditterentialgleichung 
und  ist  sicher  convergent  in  dem  gemeinschaftlichen  Convergenzhezirk  der 
Ent Wickelungen  von  /"jCrr,, ...  r„),  ...  4(^i>  •••  ^«)- 

Zweitens  nehme  ich  an,  man  habe  für  alle  einer  bestimmten  Um- 
gebung der  Stelle  (0, ...  0)  angehörigen  AVerthsysteme  (iCj, ...  x^^) 

la.^'^V  '•'  ^n'  (0)  ' 

wobei  ich  bemerke,  dass  es  nicht  eine  nothwendige  Bedingung  ist,  dass 
^„  (x^,  ...x^^),  ^0^  (a-j, ...  a'„)  keinen  an  der  Stelle  (iCj=  0, . . .  3'„=  0)  ver- 
schwindenden gemeinschaftlichen  Theiler  haben.  Man  substituire  nun  für 
a'j,  ...x^^  homogene  lineare  Functionen  von  n  andern  Veränderlichen  t^,  ...t^i 


^"a  -"  ^  //aß^ß  J  (a  =  1,  .  .  .  n) 

ß=l 

wodurch  sich  das  Differential 

n 


a=i 

in  ein  anderes  von  der  Form 

a  =  l 

verwandelt,   flu'  welches   die  Integrabilitätsbedingungen  ebenfalls   erfüllt 
sind.    Die  Constanten  g^i^  hat  man  so  anzunehmen,  dass  die  Determinante 

On  9v2  •  '  •  •  0\n 

I  On  fhi '.J>n 

I    9n\  On-2  '  •  •  •  9nn 
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von  Null  veiscliit'dcn  ist.  und  bei  keiner  der  Functionen 

wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  t^  entwickelt,  sämmtliche  Coefficienten 
verschwinden. 

Dann  lässt  sich 

/x         X  \  •      1      -r.  P<x.\^v  •••  hl) 

'^,^(f„...y  in  der  Form   ^j^^—^^ 

darstellen,  und  es  ist  ^V  (^j,  0, . . .  0)  eine  Potenzreihe  von  t^.  deren  Coefficienten 
nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind.  Ist  das  Anfangsglied  dieser  Reihe  von  der 
Ordnung  l.  so  nehme  man  eine  positive  Grösse  S^  so  an,  dass  die  Stelle 
(^^=0j,  ^.,=  0,  ...  ^„=0)  innerhalb  des  gemeinschaftlichen Convergenzbezirks 
der  Reihen 

liegt,  und  die  Function 

für  jeden  Werth  von  t^ ,  dessen  absoluter  Betrag  nicht  grösser  als  o^  ist, 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Wird  darauf  eine  zweite  positive 
Grösse  o',  die  kleiner  als  Oj  ist,  beliebig  angenommen,  so  lassen  sich 
n  —  1  andere  5.,, . . .  S,^  so  bestimmen ,  dass  die  Stelle  {t^  =  Sj,  t^^  Sg, . . .  ^,j= S«) 
innerhalb  des  gemeinschaftlichen Convergenzbezü^kes  der  Reihen ^q,  ^^j.  -  •  •  ^,i 
liegt,  und  für  jedes  den  Bedingungen 

A)  o^>l^J>5',    1^,1^0,,  ...  If,,J<5„, 

genügende  Werthsystem  (^1,^2'  •-•  ^n^ 

I  ^„(^,,0, ...  0) !  ^  i  '^f.J,. ...  g  -  %Mt„o, ...  u)  I 

ist.  Dann  giebt  es,  wie  in  Art.  1  gezeigt  worden  ist.  füi-  jedes  den  Be- 
dingungen 

B)      fe|<5„  ...  ig<s. 
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entsprechende  Werthsy stein  (t^.  ...t^,)  nnter  denjenigen  Werthen  von  /,,  für 
welche  |^il<5j  ist,  nicht  mehr  als  /,  welche  der  Gleichung 

geniigen,  und  diese  sind  ihrem  ahsoluten  Betrage  nach  sännntlich  kleiner 
als  0.  Nun  sei  {t.,,...t  )  irgend  ein  System  bestimmter,  den  Bedingungen 
B)  genügender  Werthe  von  t.„..:t,^^,  und  es  habe  die  Gleichung 

r  von  einander  verschiedene  AV'urzeln 

t'  t"        ^"■' 
welche  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  o'  sind.    Setzt  man  dann 

SO  werden  :/■,, ...  .'■^,  ganze  lineare  Funtionen  von  x.  welche  dei-  oben  (unter  3) 
angegebeneu  Bedingung  genügen,  indem 

a  =  i  a  =  l'^'ovi?  •••  Si' 

ist,  und  '^^^{t[-{-x.t.,.  ...t[^  nicht  für  jeden- Werth  von  x  verschwindet. 
Man  erhält  also  für  hinlänglich  kleine  Werthe  von  x 

'^,(<-i-x,C...O  =  ^+^:ß'(x), 

wo  m'  eine  ganze  Zahl  und  >  0  ist;  und  ebenso 

,.((;'+T,  c ...  0  =  ^+*"(x). . . .  ..(f^Vx,  c ...  0  "  '^'-  *"V) . 


wo   ih",  .••'"^''  gleichfalls  ganze,   nicht  negative  Zahlen  sind.      Daraus 
folgt,  dass  die  Differenz 

.       I  1^        /    m'  m"  m       \ 

,fi„ t„ ... *„)  - (-3^ -^        ^...^       j 


'1     "1         "1     "1 
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für  keinen  Wertli  von  /,,  dessen  altsoluler  IJeliag-  klein. t  ;iIs  o^  ist.  iiii- 
entllicli  gross  Avii'd  nnd  deni<»;eniäss  in  der  Korni 

dargestellt  werden  kann.     Setzt  man  also 

SO  ergiebt  sich  für  jeden  der  Bedingung  j^jj  <  Sj  genügenden  Werth 
von  f^ 

Die  Function  cp(0  lässt  sich  aber  ermitteln,  ohne  dass  es  nothig  wäre, 
die  Grössen  t^,t^,...t^  und  die  zugehörigen  Zahlen  m  ,in  ,...m  zu 
bestimmen. 

Man  kann,   Avenn  man  die  Grössen  t^,t.„...t^i  den  Bedingungen 

c)        N^Si,  \^^^^  ■  ■  ■  lu^^n 

unterwirft,  ''^^^(t^,t.^,  ...t^^)  in  der  oben  (in  Art.  1)  angegebenen  AV eise  auf 
die  Form 

bringen,  in  der  Art,  dass  ''^ß^. ...  t,,)  für  kein  den  vorstehenden  Bedin- 
gungen entsprechendes  Wertlisystem  {t^t.,. ...  ^,,)  verschwindet.  Die  Func- 
tion GJJ:^,t.„  ...  f.^^)  kann  dann  nicht  unendlich  klein  werden,  wenn  man 
die  Grössen  t^.t„...l^^  den  Bedingungen  (A)  unterwirft.  Für  alle  diesen 
Bedingungen  genügenden  AVerthsysteme  i^p^o— ••^,)  lü^^st  sich  deshalb 


"^0^  1'  2'  *••  ''n' 
in  eine  oleichmässif»-  convergirende  Reihe  \'un  der  Form 


-^-v 


V  =  0 

10 
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entwickeln ,  in  der  die  Coefficienten  T^  gewöhnliche  Potenzieihen  von 
t^,,...t^j  sind.  Diese  Reihe  convergirt  dann  anch,  als  Potenzreihe  von 
t^,t,„...t^^  betrachtet,  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder.  Dasselbe  gilt 
für  die  gewöhnliche  Potenzreihe  von    t^J.^, ...  t^^,  in  welche  der  Quotient 

verwandelt  werden  kann;  man  erhält  daher  für  die  jetzt  betrachteten 
Werthsj'steme  (t^....f^^)  die  Function  cp^{t^. ...  f^^)  dargestellt  durch  eine 
l)ei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  convergirende  Potenzreihe  der  Grössen 
t^,t.,.  ...tj^,  welche  negative  Potenzen  von  t^  in  unendlicher  Anzahl,  abei- 
keine  negative  Potenzen  von  f^,  ...  t^^  enthält  und  somit  auf  die  Form : 


(-1-1-1)  -|J.-1  .^-^         (V) 

1^  =  0  v  =  0 


y¥'"""V...uC"'-S  *"«.-«»)': 


gebracht  werden  kann.*) 
Es  lässt  sich  aber  auch 


wenn  l^jj  ^  o    ist,  in  eine  Reihe  von  der  Form 

^  -ii-i 


vt'  r 


fl  =  U 


entwickeln,  und  es  ist  dann  namentlich  T^  =  m' -]-  m" -i  •  •  •  4-  >n    .     Man 
hat  also 


*)  Diese  Reihe  erhält  mau  auch  dadurch,  dass  man  (unter  der  Annahme  5j  >  I^J  ^  S' 
die  Functit^n  ^^(t^,t.^,  ...t,^)  als  Pdtenzreihe  von  t,,...f,^  darstellt  und  darauf  die 
Coefficieuteu  derselben,  welche  sämmtlich  die  Foim 


CUi,0...0) 
haben ,  nach  steigenden  Poteuzen  von  t^  entwickelt. 
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Aus  dieser   Reihe   niiisseii    mm   dein    vinhiii    r.ciiirrUlfu    ziitolizc   alle 
Glieder  mit    einer   negativen  Potenz   von  /,  veisclnviiidni:   man   hat  also 

Es  ist  daher  ^      (f.,. . . .  f^^)  für  jedes  der  betrachteten  AVerthsysteme 

{f.,....f^,)  eine  ganze  Zahl.  Daraus  folgt,  dass  sich  '-)i  (f.,....f^^)  auf 
ein  von  f. f^,  unabhängiges  Glied  reducüt.    Denn  wäre  dies  nicht  der 

Fall .  so  wüiile  "^  (/g. . . .  ^„)  eine  continuirliclie  Function  von  f., ...  t^^ 
sein,  die  auch  andere  als  ganzzalilige  Wert  he  haben  könnte.  Es  ist  also 
die  Summe  {m'-^m"-\  •  •  •  -r  »?*")  von  dem  gewählten  Werthsystem  {t.,, ...  t'^^ 
unabhängig  und  kann  gefunden  werden,  wenn  man  gleichzeitig  t'^  =  Q, ...  ^„  =  0 
setzt. 

Da  nun,  wenn  t'„...tl^  sämmtlich  gleich  Null  gesetzt  werden, 

OO  /  ,  ^  1  CO 

'^-^  (— ti— 1)  — |I— 1  .r-^  M  V 

v  =  t 
{ni  -r  »i    -4- rm     )  t^ 


CiL 


1 

ist,  und  aus  der  Ditferenz  der  Ausdrücke  auf  der  Rechten  dieser  Glei- 
chungen alle  Glieder  mit  negativen  Potenzen  von  t^  wegfallen  müssen, 
so  sieht  man,  dass  die  Ent Wickelung  von 

für  jeden  Werth  von   t^,  dessen  absoluter  Betrag  <  Bj  ist,  die  Gestalt 

hat,  wo  ni  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  die  >  0  ist.  und  dass  man 

'  ,      "  ■  ,      (>■) 

m  -h  m    +  • '  •  -r-  m     =  m 

hat.  Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  ni  immer  >  Ü  ist,  wenn  nicht 
etwa  jede  Function  %rt.  (a-,. ...  rr,,)  durch  "^^  {ol\.  ...  »•„)  theilbar  ist,  welcher 
Fall  schon  behandelt  worden  und  hier  auszuschliessen  ist. 

10* 
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Nachdem  so  der  Grad  der   Function  cp(/j)   ermittelt  ist,  setze  man 


,  m-i 


so  hat  man.  zunächst  für  die  der  Bedingung 

genügenden  Werthe  von  t^ , 

cp(n     dt         2j^f^+i^i  Zj-^^  i^2'---V^ 


(j.=ü 

.'"— 1      .  .,Ti'.'"— -  ^'  /    >»     „r    »»—1  „i\{        — 1 


[1=1 

Daraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 


F,  +        ¥    «,....g  =  o 


Durch  diese  Gleichungen  lassen  sich  die  Grössen  F,. ...  F  bestimmen. 
Substituirt  man  in  den  Ausdrücken  derselben  für  t,„  ...  t^^  die  unbestimmten 
Grössen  t.^.  ...t^^,  bezeichnet  die  Potenzreihe  von  t,„  ...t^^,  in  welche  F^j. 
dadurch  übergeht,  mit 

F^it,,...t,,) 
und  setzt 

m       „  m—i  _^ 

'i(t^,t,, ...  g  =  i,  -r  F^it,,  ...t,)t^     +  •  •  •  +  F^ß.^, ...  y , 

so  ist  durch  das  Vorstehende  bewiesen,  dass  für  jedes  den   angegebenen 
Bedingungen  entsprechende  Werthsystem  {t^J,,^ ...  t,^^) 

cl()g:p(f,.f.,.  ...^,^)        ^     (V)  V 
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ist.  Da  aller  die  Reihe  aiitdcr  Ixcilitcii  dicsei' Gileiclmiif?  keiiKmegativeii 
Potenzen  von  f^  enthält,  so  conNci'^^irt  sie  ITir  Jedes  den  Ijedingiiiif^en  ((J) 
genügende  AVerthsystem  (/,.^. ... /^,),  nnd  zwar,  wie  aus  ihi-er  Ent- 
stehungsweise hervoigelit.  unabhängig  von  der  Anoi-dnung  ihi-ei-  Glieder. 
Dasselbe  gilt  von  den   Reihen 

F  (t         t  )  F  (t         t  )  • 

es  besteht  somit  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes  den  zuletzt  angegebenen 
Bedingungen  entsprechende  Werthsystem  (t^....f^^). 
Nun  hat  man .  wenn  a  >  1  ist, 


V-l-l  (V) 

&^,T^=^  '''■"■  dt,      .  i      dt.^^Jv^n         dt,         \- 

Es  lassen  sich  aber.  Avenn  man  f^J.,, ...  f^^  Avieder  den  Bedingungen  (A) 
unterwirft, 

8logcp(^,,...^„) 
cp^(fj,...f„)  und 

in  Reihen  von  derselben  Form,  wie  die  im  Vorhergehenden  für  <■{)^{t^, ...  f.,,) 
angegebene,  entwickeln.  Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  nun.  dass  in 
der  Ditferenz  dieser  beiden  Reihen  (41ieder  mit  einer  negativen  Potenz 
von  t^  nicht  vorkommen,  und  dass  man 

V+l  (V) 

hat.  wo  ^0.(^0' ■■•fn)  ^^^®  Summe  der  von  f^  unabhängigen  Glieder  der 
eben  erwähnten  Entwickelung  von  '-Pr,{f^, ...  f„)  bezeichnet,  und  ^fi^t.^-  •••  '„) 

elogcp(#j, ...  Q 

dieselbe  Bedeutung  für  die  Function — hat.     Aus  iler  Form 

dt, 

der  Ausdiiicke  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  dann  wieder. 
dass  die  Gleichung  für  jedes  den  Bedingungen  (C)  entsprechende  Werth- 
system itiJ.,,...tJ  gilt. 
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Damit  ist  bemesen,  dass  sich 

n 

auf  die  Form 

V 

a  =  i 

bringen  lässt.  Der  Ausdruck  unter  dem  Summenzeichen  genügt  dann 
wieder  den  Integrabilitätsbedingungen  und  kann  nach  dem  im  zuerst  be- 
trachteten Falle  Bewiesenen  in  der  Foini 

cZlog^(^....g 

dargestellt  werden,  wobei  man  ^^^(ü....  0)  =  1  annehmen  kann.  Folglich 
ist,  wenn  man,  unter  C  eine  von  ]S;ull  verscliiedene,  im  Übrigen  willkürlich 
anzunehmende  Constante  verstehend, 

setzt, 

a=i 

Drückt  man  nunmehr  t^,...t^^  durch  x^,...x^^  aus  und  setzt 
so  ergiebt  sich 

n 

2  fo^i^V  '  •  •  ^«)  f^^a  =  älogfix^,  . . .  X„)  . 
a  =  l 

Diese  Gleichung  gilt  nun  ihrer  Herleitung  zufolge  für  alle  einer  gewissen 
Umgebung  der  Stelle  (0,...0)  angehürigen  Werthsj'steme  {x^,...x^). 
Etwas  Bestimmteres  über  den  Convergenzbezii-k  der  Reihe  für  f{x^, ...  x^^ 
lässt  sich  durch  die  gegebene  Deduction  nicht  ermitteln,  weil  bei  der- 
selben nur  vorausgesetzt  ist ,  dass  die  Functionen  fj<pc-^ , . .  •  x^^  innerhalb 
einer  begrenzten  Umgebung  der  Stelle  (0,...  0)  überall  eindeutig  definirt 
seien  und  sich  wie  rationale  Functionen  verhalten.  Gleichwohl  reicht  der 
in  der  vorstehenden  Gleichung  ausgesprochene  Satz  aus,  um  flu'  den  Fall, 
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WO  die  Fniictioneii  /(^(j, ....  ./•,,)  sich  au  allen  im  EiKlliclu'ii  des  (jli'üsscii- 
gebietes  (Sj,  ...  ;r,,)  liegeiuleii  Stellen  wie  rationale  Functionen  vei'lialteu, 
(las  oben  ausgesprochene  Theorem  zu  beweiseu. 

Es  sei  {a^,...a^i)  ein  System  bestimmter,  endlicher  Wcrtlie  von 
rCj,  ...a'„,  und  mau  nehme  au,  es  couvergire  die  auf  die  beschriebene 
AVeise  hergeleitete  Reihe  /'(.r j  —  .r,,)  (in  der  wir  uns  jetzt  für  die  ('on- 
stante  C  einen  bestimmten  Werth  gesetzt  denken)  für  jedes  den  Bedingung(Mi 

|^i|'^K''il'  •  •  •  |^«|'^|^«| 

genügende  Werthsj'stem  (rj,....T„).  —  Ferner  sei  (rrj....^//)  irgend  ein 
bestimmtes  Werthsystem,  das  den  Bedingungen 

|«l|--=|«i  '•   •  •  •    i'4|^|%| 

gemäss,  im  (  brigen  aber  beliebig  angenommen  ist.  Dann  kann  mau 
innerhalb  einer  bestimmten  Umgebung  der  Stelle  {a[ , ...  a'J 

/^^(a;j,....rj  m  der  Form   -^,, ^ 

darstellen  und  nach  dem  Yorhergebeuden  eine  Reihe 

heiieiten,  welche  der  Gleichung 

«  V~l  T^OC    '"^1        ^'l  t  "  '  "^H  n' 

d\og^(x^-a[ ,  ...  j;„-tg  =2j^o), -. ^ ^  '^^oi 

genügt.     Diese  Reihe  möge  convergiren  au  alleu  Stelleu,  für  dii- 

\x-a[\^o,    .  .  .    ia-,-«;|<i5 

ist,  wo  0  eine  positive  Grösse  bedeutet.  Unter  diesen  Stelleu  giebt  es 
nun  auch  solche  —  und  zwar  bilden  dieselben  ein  27?-fach  ausgedehntes 
Contiuuum,  —  welche  zugleich  den  Bedingungen 


ic,  <c  « 


1  '   • 
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genügen.     Innerlialb  des  Bereielies  dieser  Stellen  liat  man  also 

n 


a=l 

i^  (i^'i-  «; ....  a-„-  «;,)    ~~     /'(a^i ....  a:;,,)  ' 

woraus  sich,  da  die  Functionen  f{x^, ...  a^,),  ^(a-j  — rtj, ...  rr„— «^j) 
inneiliall)  des  in  Kede  stellenden  Bereichs  an  allen  Stellen  sich  legulär 
verhalten , 

f(x^ ....  o-^)  —  C'  X-  (r  j-  »; ,  . . .  X,-  fl/) 

ergiebt,    wo    C    eine  von  x^ a?„    unabhängige   Grösse   bedeutet.     Da 

dies  für  jedes  den  angegebenen  Bedingungen  entsprechende  Werths3'stem 
{(([,...  a'^j)  gilt,  so  folgt  daraus  (nach  einem  der  Sätze,  Avelche  in  der 
Functionentheorie  in  Betreff  der  Convergenzbedingungen  für  Potenzreihen 
entwickelt  werden),  dass  die  Reihe  auch  noch  convei'girt  für  jedes  den 
Bedingungen 

|a?,  |<:[aj]H-5,    .  .  .    |a^„|  <|ö^otJ  +  5 

genügende  Werthsystem  (i> ■,....  rr„)  Daraus  ergiebt  sich  sofort,  dass 
die  Reihe  /"(.Tj,  ...  aj„)  für  jedes  System  endlicher  AVerthe  von  x^,...x^ 
convergiit  und  die  Gleichung 

n 

2  fV^v  •  •  •  ^w)  <^^'a  ^  f^l*>g  /'<*"r  •  •  •  ^7) 
a  =  l 

befriedigt. 

Man  sieht  zugleich ,  wie  sich  die  in  f(x^ ....  x^^)  vorkommende  Con- 
stante  C  so  bestimmen  lässt,  dass  einer  der  Coefticienten  der  Reihe,  welcher 
nicht  nothwendig  bei  jedem  Werth  von  C  gleich  Null  ist,  einen  vor- 
geschriebenen Werth  erhält. 

Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung,  dass  in  einem  gegebenen  Falle 
die  Entwickelung  der  Reihe  f{x^ , ...  x.^^  nicht  nothwendig  auf  dem 
beschriebenen  Wege  bewerkstelligt  zu  werden  braucht.  Vielmehr  kann 
man .  nachdem  einmal  durch  das  Vorstehende  die  Form  und  dei'  Convergenz- 
bezirk  der  Reihe  festgestellt  Avorden  sind,  jedes  zur  Bestimmung  ihrer 
Coefficienten  führende  Verfahren  ohne  Verstoss  gegen  die  Strenge  der 
Herleituno-  anwenden. 


Eiiiiü;!'  auf  ilii'  Tlnorir  der  aiialvf.  Kiiint.  iiitlncror  Vcriliidi'rl.  sicli  bez.  Siit/.e.    l-)''5 


An  (las  im  Vorstehenden  entwickelte  Theorem  scliliesst  sich  nun  ein 
anderes  an.  durch  welches  in  nianclicn  Fällen  fiii-  eine  eindeutige  Function 
/■(;/',,...  .^•,,,) ,  welche  an  allen  im  Endlichen  des  Grössengehietes  (x^,...x^,) 
liegenden  Stellen  sich  wie  eine  rationale  Function  verhält,  der  Nachweis 
geführt  werden  kann,  dass  sie  als  Quotient  zweier  —  transcendenten  oder 
rationalen  —  ganzen  Functionen  von  .Tj,  ....t„  darstellbar  ist.  und  zwar 
in  der  Art,  dass  nur  an  denjenigen  Stellen,  wo  f{^\,-'-^n)  keinen 
bestimmten  Wertli  hat ,  der  Dividend  sowohl  als  der  Divisor  verschwindet. 

Angenommen,  es  sei  eine  bestimmte  Function  f{x^,...x^^  in  der 
angegebenen  AVeise  als  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  f)^{a\ ....  x^^, 
r/„(a*j. ...  a-,,)  ausgedrückt,  so  hat  man.  wenn 


8log.^„(a?i,  ...^_    ,n) 


Ö^o 


dx^ 
gesetzt  wiiTl, 

fOog  fix,.  . . .  xj  =  2  Cix,,  . . .  ^„)  (lxr,_  -  2  /r^^r  •  •  •  ^„"^  '^^cc 


und  es  besitzen  die  Functionen  4  t  /a    folgende  Eigenschaften: 

1)  Sie  sind  alle  eindeutige  Functionen  von  .7p...a„,  welche  sich  im 

Endlichen  üljerall  wie  rationale  Functionen  verhalten. 

2)  Die  Dilferentialausdrücke 

*^        (1)  ^'\      (0) 

genügen  beide  den  Integrabilitätsbedingungen. 

3)  Jede  im  Endlichen  gelegene  singiüäre  Stelle  einer  der  Functionen 

/"a  (rr, , . . .  x„)  ist  zugleich  eine  singiüäre  Stelle  der  Function 
f{x,  ...  rr„);  jede  im  Endlichen  gelegene  singulare  Stelle  einer  der 
Functionen  fr^{x^,  ...x^^  ist  entAveder  eine  Null -Stelle  von 
f'{x^,  •••  ^„)  <^<^lei'  eine  derjenigen  singulären  Stellen  dieser  Function, 
an  denen  sie  keinen  bestimmten  AVerth  hat. 
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Dies  Theorem  —  dessen  Beweis  auf  der  Hand  liegt  —  lässt  sich 
f olgendermassen  umkehren . 

Angenommen,  man  wisse  von  einer  irgendwie  defluirten  Function 
/(irp...x„),  dass  sie  eine  eindeutige  Function  der  hier  betrachteten  Art 
sei.  und  es  gelinge,  das  Diöei'ential 

rnog/Crj,...^^ 
in  der  Foim 

(0)       (1) 

dergestalt  auszudrücken,  dass  die  Functionen  /^  ,  f^  die  im  Vorstehenden 
(unter  1,  2,  3)  angegebenen  Eigenschaften  besitzen;  so  sind  diese  Func- 
tionen auch  so  beschaffen ,  dass  sich  auf  die  in  Art.  4  gelehrte  Weise  zwei 
ganze  Functionen //y(a;j, ...  ;r,,),  (/j(.rj, ...  x„)  bestimmen  lassen,  welche  die 
Gleichungen 

n 


a  =  l 

A) 

''     (1) 


a  =  i 

befriedigen.     Dann  ist 


WO  C  eine  von  a^^  ...  .x^^  unabhängige  Grösse  bezeichnet,  und  es  verschwin- 
den (/q,  r/j  gleichzeitig  nur  an  solchen  Stellen  (x.^, . . .  x^^) ,  wo  f(x^,...x^^) 
keinen  bestimmten  Werth  hat. 

Es  sei  (a^, ...  a^^  irgend  ein  System  endlicher  Werthe  der  Grössen 
a-j, . . .  x^i  so  giebt  es  —  nach  Art.  2  —  eine  gewisse  Umgebung  (6)  der 

(0)  (0)       (1)  (1) 

Stelle  (« j . . .  ff,;),  innerhalb  welcher  jede  der  Functionen  /',  f\  , ...  t'n  -f]  >  •  •  •  tn 
sich  als  Quotient  zweier  Potenzreihen  von  x^— « j ,  . . .  a.',,—  a„  in  der  Art 
darstellen  lässt,  dass  der  Dividend  und  der  Divisor  nur  an  solchen  Stellen 
(iCj , . . .  x^^) ,   wo  die  betreffende  Function  keinen  bestinunten  Werth  hat, 
gleichzeitig  verschwinden.     Bezeichnet  man  für  /',  /^  .  fr^    die  Dividenden 
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I)ez.  mit  j>,  j>i.  (j'o(,  1111(1  die  Divisoren  bez.  mit  'z,  yv^,  7.y.,  s<»  Iml  muii 

woraus  sich,  da  die  A'cräiidevliclien  ,«j,  ...a?,,  unabhängig  von  eiiiniidci' 
sind, 

1  dp        pi        1  dq         qi 

—  - =  — ^ (a  =  1,2,. ..■»,) 

ergiebt. 

Der  Voraussetzung  (3)  nach  kann  7,^  innerhalb  des  Bereiches  (6)  nur  an 
solchen  Stellen  {p\ . ...  x^^  verschwinden ,  die  zugleich  singulare  Stellen  der 

Function  —  sind,  für  welche  also  ^—=0  ist.     Ebenso   kann  p^  nur  an 

solchen  Stellen  verschwinden,  an  denen  p^O  ist.  Daraus  kann  m;iii 
schliessen,  dass  die  Function 

£8^ _^ 

sich  innerhalb  (ß)  regulär  verhält.  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
hätte  sie  (nach  Art.  3)  innerhalb  (6)  unendlich  viele  singulare  Stellen,  und 
unter  diesen  gäbe  es  unzählige,  an  denen  (7  -=  0  wäre,  p  aber,  und  somit 
auch  jj^j  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besässe,  was  der  Gleichung 

.  £ö^ 'ik  -  L^Ä 1!^ 

q  dx^        q^   "  p  dx^       p^ 

widersprechen  würde.  Man  kann  also  für  die  dem  Bereiche  (C)  angehiu-igen 
Werthsysteme  (a-j, ...  x^^ 

q   dX^         q.^         ^^'  "  »        "^ 

setzen  und  hat  dann 

a=i  a=i 


,j^f^\:r^....,J>l.r^     ^  '/ l«>Sy>  -  2)  ^.C''  -  ", '.-"J'K- 


_/ 
a=l 
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Der  Differentialausdruck  auf  der  recliten  Seite  dieser  Gleichungen  genügt 
nun  den  1  ntegrabilitätsbedingungen ;  man  kann  ihn  daher  in  der  Fonu 

darstellen  und  erhält  dann 
2/f(.r,....r„),Lr.,^,/log|,.--«-'-'-" ■'■"-"..' j  =  ^/Ino-i^'V,- „,...  .,-«„) 

a=l 
a  =  l 

Es  sind  also  die  Functionen  fr^  (x^ — xj,  /„  (x^,...x^j)  in  der  That  so 
heschaffen,  dass  man  (nach  Art.  4)  zwei  ganze  Functionen  gj^x^.  ...x^^), 
g^(x^,  '-'CCn)  bestimmen  kami,  für  welche  —  bei  gehöriger  Bestimmung  der 
Constante  C  —  die  vorstehenden  Gleichungen  (A,  B)  gelten.  In  der 
Umgebung  jeder  bestimmten  Stelle  (aj,...a„)  ist  dann 

,  .       ^      -^(a?.  — «1,  ...x„— «,.) 

g^(x„  ...  V  ==  a,pe'^^''^~''^'  ••••^,-«n)^ 

wo  Cj,  Cg  Constanten  bezeichnen ;  es  verschwinden  daher  g^^,  g^  gleichzeitig 
an  der  Stelle  (o^,  ...a„)  mu-  dann,  wenn  auch  7>,  q  an  derselben  beide 
verschwinden,  f{x^,...x^^)  cilso  für  das  Werthsj'stem  {x^-=a^,  ...x^^^aj 
keinen  bestimmten  Werth  besitzt;  w.  z.  b.  w. 

Anmerkungen. 

1.  Es  ist  vorausgesetzt  worden,  mau  wisse  von  der  Function  f(xy  . . .  x^^), 
dass  sie  eine  eindeutige  Function  sei  und  im  Endlichen  sich  überall  wie 
eine  rationale  Function  verhalte.  Ist  dies  nicht  bekannt,  vielmehr  die 
Aufgabe  gestellt,  die  Function  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der  Differential- 
gleichung 

1)  n 

genüge,  so  hat  man  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  kein  anderes  Mittel  als 
zu  untersuchen,  ob  jeder  der  beiden  Differentialausdrücke  auf  der  Rechten 


Eiiii,<,'f  aul' ilif  'riiouiii-  «Irr  iuuilvt.  KiiiKt.  iiiuliicrt'r  VirämliTl.  sich  hrz.  Siltzf.  l')7 
der  Gleu'liim«j;'  die  in  Art.  4  von  dein  duit  betj-ai-Jitrlcn   Aiisdnirk 

vorausgesetzte  Beschaffenheit  habe,  und  im  Falle,  dass  sich  dies  bestätigt 
und  somit  feststeht,  dass  f(Xy,..,x^j  iu  der  Form 

c/iix^, ...  x^) 

(0)        (1) 

dargestellt  werden  kann,  sich  zu  vergewissern,  ob  die  Functionen  /'^  , /'^ 
auch  der  oben  (unter  3)  angegebenen  Bedingung  entsprechen. 

2.  Das  im  Vorstehenden  entwickelte  Theorem  kann  ohne  Schwierig- 
keit folgendermassen  verallgemeinert  werden: 

Es  sei  von  einer  irgendwie  definirten  Function  f{x^....x^^  bekannt, 
dass  sie  sich  im  Endlichen  überall  wie   eine  rationale  Function  verhalte, 

und  es  lasse  sich  d  \o^f{x^, ...  icj  in  die  Form 

(ßj,  ...«„,  =  1,2,  ...m) 

dergestalt  ausdrücken ,  dass  jeder  der  beiden  Differential ausdi'ücke  auf  der 
Kechten  der  Gleichung  den   hitegrabilitätsbedingungen  genüge,   und  die 

Functionen  f„       „   ,  /„       „     die  im  Vorstehenden  unter  (1.3)  angegebene 

Beschaffenheit  besitzen,  so  ist  f(x^,...x^)  in  der  Form 

~g^(x^,...x,,) 

darstellbar,  wo  ^q,  g^  ganze  Functionen  von  x^,  ...x^^  sind,  welche  nur  an 
solchen  Stellen  (a-j,  ...a:„),  wo  f(x^. ...  x^^)  keinen  bestimmten  Wert h  hat. 
gleichzeitig  verschAvinden. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  dem  für  den  Fall.  wo.  ^;/ -- 1  ist,  diu-cli- 
geführten  ganz  analog,  und  braucht  dabei  nur  folgender,  leicht  abzuleitende 
Hülfssatz  vorausgesetzt  zu  werden: 
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Genügt  ein  Differentialaiisdruck 

S  'l'a., . . .  a„,  {^-a„...  X,  -  ff,,)  dor^^ . . .  dx^^^^ 

den  Integrabilitätsbedingungen ,  ao  kann  er  auf  die  Form 

gebracht  werden. 

3.    Audi  das  in  xAit.  4  bewiesene  Theorem  kann  folgendermassen  ver- 
allgemeinert werden : 

Ist  ein  den  Integral)ilitätsbedingungen  genügender  Ditt'erentiahuisdruck 

(a....a  ,  =  1,2,  ...«) 

gegeben ,  in  welchem  die  Functionen  /«....  a  (o^v  •••  ocj  eindeutige  Functionen 
der  hier  betrachteten  Art  sind,  und  lässt  sich  zeigen,  dass  derselbe,  wenn 
für  x^, ...  a-jj  lineare  Functionen  einer  Veränderlichen  x  gesetzt  werden  — 
welche  nur  der  in  Art.  4  für  den  Fall,  wo  m  =  1  ist,  angegebenen  Be- 
dingung unterworfen  sind  —  für  hinlänglich  kleine  Werthe  von  x  stets  die 
Gestalt 

Hl,  r«  X    ^    -F     "* 

\id    logx  +  ^5(x)rfx 

erhält,  wo  |ji  entweder  gleich  0  oder  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist 
jede  der  Differentialgleichung 

a. 

genügende  Function  f{x^, . . .  x^^  eine  ganze  Function  von  x^^...  x^^ ;  und  ist 
eine  solche  Function  f^ix^^ ...  x^^  bestimmt,  so  erhält  man  den  allgemeinen 
Ausdruck  von  /(iCj,  ...it'„),  wenn  man 

TKß-'i »  •  •  •  Xfi)        'Ol  •  ■ "  "^w^ 

setzt  und  für  G{x^. ...  x^^)  eine  ganze  rationale  Function  (»»  —  l)ten  Grades 
von  aCj,  ...as'^j  mit  w^illkürlichen  Coefficienten  nimmt. 


Kiiiii^c  aufilic  'IMudi'ic  ilcr  ;iiiul\l.  Kmict.  inclirciTr  N'^riindirl.  sidi  Imz.  Siitzc    l')*' 

Ihn    diesen   Satz   beweisen   zu   kruiiien.    hat    man    /nn;nli>t    /.n  nnlej-- 
suclien.  nntei' welchen  Bedingungen  ein  gegebenei'  Ans(hn(k 

n 
a=l 

in  welchem  die  Functionen  fa_{x^, ...  x^)  eindeutige  Functionen  der  liiei-  be- 
trachteten Art  sind,  das  Differential  einer  ebenfalls  eindeutigen  Function 
ist  —  eine  Frage,  welche  sich  mit  Hülfe  der  Ergebnisse  der  vorhergehenden 
Untersuchungen  ohne  Schwierigkeit  erledigen  lässt,  auf  die  ich  aber  hier, 
wo  es  sich  hauptsächlich  um  eine  Zusammenstellung  solcher  Sätze  handelt, 
die  in  meiner  Vork'sung  über  die  AbeFschen  Functionen  als  Hülfssätze  ge- 
braucht werden,    nicht  eingehe. 


6. 

Über    ;«-facli   periodische    ganze   Functionen    von 
n  Veränderlichen. 

Eine  ganze  Function  /(h^.  ...  «jj  der  7i  Yeränderlichen  u^,...n,^  sei 
?i-fach  periodisch;  d.  h.  es  soll  n  Systeme  von  je  n  Constanten 

2tOj^,  2Wj,.  ...  20)^,^ 
2ü),j,  2w,,,  ...  2w,,, 


2w»,,  2w,.,, 


2w, 


geben,  für  welche  bei  beliebigen  Werthen  von  iiy  ...  h^  die  n  Gleichungen 
A?fri+2Wjg. ...  ?tj,+  2o)^3)  =  /■(»!,  ...  uj  (ß  =  1,2....«) 

gelten,  wobei  vorausgesetzt  werde,  dass  die  Determinante 


nicht  gleich  Null  sei. 

Führt  man  statt  u^. 
der  Gleichungen 


(1) 


11  ' 


11 1,  andere  Veränderlichen  /,.  ...  r,^  ein  mittelst 
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und  bezeiclinet  mit    <^(v^,v.^,  ...  v,^)  die  Function,    in   welche  /'(?f.j, ...  nj 
diu'ch  diese  Substitution  übergeht,  so  hat  man 

cpO'j,  r,+  l,  ...  ?g  =  cp(rj,  v^,  ...  rj  , 

9(y;j,  v^„...zv;  l)  =  cp(rj,  r,, ...  rj  , 

aus  "welchen  Gleichungen  sich  die  allgemeinere 

cp(?;j-+-irjj,  iJg+w,,  ...  t;^+»V  =  cp(v^,  v.,,...  ig 

ergiebt,   wo  m ^,  m.^, . . .  7n,i  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.' 

Es  soll  nun  bewiesen  werden,  dass  sich  ^O'pti,, ...  %)  durch  eine 
beständig  convergirende  Reihe  von  der  Form 

^■v,v,.  ...  V   ^ 

1'     2  )l 

(^.^»•••^«  =  -°° — ^°°) 

darstellen  lässt ,  wo  die  Q,  ^       ^    von  ?;j,  v.„...%  unabhängige  Grössen 
sind. 

Es  ist  leicht .  diesen  Satz  aus  dem  auf  Functionen  mehrerer  Veränder- 
lichen ausgedehnten  Fourier'schen  Theoreme  abzuleiten.  Man  setzt  zu 
dem  Ende,  unter  ^^  ...  .s-,^,  fj, ... /f,^  reelle  Grössen  verstehend, 

r      =   /    -L-  V     j 

so   lässt   sich   'i{t^—.i^i,...tJ^'^s^^i),  als  Function  von  ^p  ...^^  betrachtet, 
in  der  Form 

a,      ....    e         ''  (V^,...v„=-oo...+co) 

ausdrücken,  wenn  man 


0  0 


Einii^e  auf  dir  TliiMirio  «Irr  mialvi.  Kuiict.  iiirlnriiT  N'criiiKlcrl.  sidi  Ix/,.  Siitz«-.    l'il 


iiiimiil.     3Iaii   lu'weist   (l;iiiii    Iciclit .    diiss    die    |i;iilirll(ii    Ahlciliingcii    der 

eteii  (J  rosse 


als  Fuiictiuii  von  Sy...f,,  betracliteteii  (J rosse 


1  '  •  •  •     II 

bei  der  A-oi-ausgesetzten  Bescliaifeiilicit  d(^i'  FiiiicIiMH  -f  säinnitlicli  i^lridi 
Null  sind,  diese  Grösse  also  einen  von  n,.  ...  .s-^,  luiabliäiigigHii  W'eilli 
hat,  Avoraus  sich  der  angegebene  Ausdruck  von  '■f{v^,...r^^)  und  die 
Bestimmung  von  C'        ,,  ,  nämlich 

'o         "ü 

ergiebt.  ^^ 

Die  Schwierigkeiten,  mit  denen  eine  strenge  Begründung  des  Fourier- 
schen  Theorems  für  beliebige  Functionen  reeller  Veränderlichen  verknüpft 
ist,  fallen  für  die  Function  '^{t^-'r  s^i,  ...1,^-^.-.%/)  fort,  indem  deren  Ab- 
leitungen stetige  Functionen  von  ty...t^,  sind. 

Es  lässt  sich  indess  der  in  Rede  stehende  Ausdi'uck  von  'f(t'j, ...  r^^) 
auch  aus  den  Fundamentalsätzen  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Potenz- 
reilien  ableiten.     Dies  soll  hier  ausgeführt  werden. 

Es  sei 

eine  ganze  Function  der  r+1  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen 
i'jiCj,  . . .  a.',.,  welche  in  Beziehung  auf  die  Veiändeiliche  n  die  Periode  1 
besitzt,  so  dass,  wenn  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  die  Gleichung 

g{v+m,  ojj ,  . . .  X,)  =  (]{v,  x^,...  rr,.) 

besteht.     Setzt  man  dann 

(j^  0',  X,,...  Ä-,.)  =  ^  //  (r,  Ä-, ,  . . .  X,.)  ^  y  fi  (-  r,x„...  X,.)  , 

4  (/(r.  .r, ....  X,)  -    .^  ;j  (-  r,  x^ ,  . . .  x,) 
-'!'''    1'          '^                                    sm2y;7i: 
so  ist  nicht  nur  //,j,  sondern  auch  //,  eine  ganze  Function  von  /•..'•, vy. 

Denn  der  Nenner  von  //,   verschwnidet  nur,   wenn   /•      .,    und     m     em^^ 

m 

R-anze  Zahl  ist;   setzt   man   aber  y=-^H  //.   so  ist 


siir-'(  '''      h)-        1  sin-2//- 


11 
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111 

und  es  hat  somit  g^{r,a\,  ...x\)  auch  für  v  =  ^  einen  bestimmten  end- 
lichen Werth. 

Jetzt  sei  s  eine  neue  unbeschränkt  veränderliche  Grösse ,  und  es  werde 
eine  Function  Gq(s,x^,  ...  x^)  folgendermassen  definirt:  Jedem  endlichen 
Werthe  von  s  ordne  man  einen  die  Gleichung 

s  ■=  cos  2  r  TT 

befriedigenden  Werth  von  v  zu  und  nehme  dann 

0^{s,x^, ...  cr^)  =  g^iv^x^.  ...x;) , 

so  hat  G^^(s,x^,  ...x^.)  für  jedes  System  endlicher  Werthe  von  v,x^,...x^. 
einen  bestimmten  und  ebenfalls  endlichen  AVerth.  Denn  es  sei  v '  irgend 
einer  derjenigen  Werthe  von  v ,  welche  für  einen  gegebenen  Werth  s '  von 
s  der  Gleichung  s'  =  cos2r7r  genügen,  so  werden  alle  übrigen  durch  die 
Formel 

±  v'+m 

geliefert,  wo  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet;  für  alle  diese  Werthe  von  v 
hat  aber  g^{v,x^,  ...x^)  denselben  AVerth.  Nimmt  man  ferner  s  hinläng- 
lich nahe  bei  s'  an  und  setzt  ]i  =  27z{u~v'),  so  erhält  man  aus  der 
Gleichung 

S  —  s  =  —  sm  2  y  7t  .  I /i  —  —  —  •  •  •  )  -  cos  2  f  Ti  1  —  —  —  +  •  •  •  I , 

falls  sin2r'-  nicht  gleich  Xull  ist,  einen  dieselbe  befriedigenden  AVerth 
von  V  —  v' ,  und  in  dem  Falle,  wo  sin2r'--=0  ist,  einen  Werth  von 
{v  —  V ')    in  der  Form  einer  Potenzreihe  von  s  —  s'  ausgedrückt.    Da  nun 

im  letzteren  Falle   v'  =  -^  und  daher 
^o(r,  Xj,  ...X,.)  =  ~^g\^  +  {v-v'),  x^,...x^J-^^g[-^-{v-v'),  x^,  ...x^.J 

=  ^gy^-^iv-v'),  x^,...x^.J  +  ^g\^     ^-  (v-r'),  Xj,  ...x,J 

ist,  also  in  der  Entwickelung  von  g^^{r,  x^, ...  x,.)  nach  Potenzen  von  v  —  v' 
nur  gerade  Potenzen  dieser  Grösse  vorkommen,   so  lässt  sich  in  beiden 
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Fällen  0^^(s,a\,  ...  x,.)  als  Poten/.riMlic-  von  s—s',x^,  ...  x^.  (larstcllen. 
Damit  ist  l)e^Yies('n.  dass  G^^{s,x^, ...  j-,.)  eine  <::anze  Fnnction  von 
,s',  a-j, ...  ;>•,.  ist,  welche,  wenn  .v-- =cos2rTC  gesetzt  wird,  in /yy(r,  x,, ...  a;,.j 
übergeht. 

Ebenso  wird  gezeigt,  dass  eine  ganze  Fnnction  0^(s,  .r,, ...  rr,.)  existirt, 
welche,  wenn  s  =  cos2vtz  gesetzt  wird,  in  //,(/',rA',, ...  ,7,.)  übergeht. 

Hiernach  hat  man 

//(?',  a-j,  ...  a-,.)  -=  0^(0082 rTT ,x^,...  Xy)  +  G^j(cos2r7i,  x^,  . . .  x,.)  sin-2/--. 

Wendet  man  nnn  diesen  Satz  anf  die  Function  ?('■,.".,,...'■»)  an, 
so  kann  man  dieselbe  zunächst  anf  die  Form 

G'q(cos2  r^K,  i\>  . . .  r.^^)  +  G'j(C0S2/;,-,  /'._,,  . . .  r„)  sin2r,- 

bringen.  Die  Functionen  G^,  G^  haben  dann  in  Beziehung  auf  jedes 
Argument  r.„  . . .  Vf^  die  Periode  1 ,  und  man  erhält  also  (für  e  =  0 ,  1) : 

G^(cos2v{!z,  v.^,.-^\,)  =    (?5_o(cos2yj7r,  cos2r27:,  v^y.v^ 

+G^3^(cos2rj7z,  cos2r^7t,  v.-^,...v^,)sm2v.,Tz. 

Dann  haben  die  Functionen  G^^,  G^  j,  in  Beziehung  auf  jedes  der  Argu- 
mente i'g, . . .  y,^  die  Periode  1 ;  man  erhält  also  (für  £  =  0,1;  s^  =  0, 1) 

(7^  3  (cos2i;^7i,  cos2r27i;,  rgj.-.rj  =     ^s,s  ,o(cos2r,T:,  cos2r^7i,  cos2f3TX,  i\,...i\^) 

+  G^3  3  ^,(cos2rj7r,  cos2r.,7i,  COS2V371,  ?-^,...r,;)sin2r3-  . 

So  fortfahrend  kommt  man  zu  dem  Ergebniss,  dass  sich  :p{i\,  r.,,  ...  i;i) 
in  der  Form 

3  =  1    £.=1  £„_,  =  ! 

V     V--      V  G'- -     -     (cos2r,7^.cos2^'.,7i....cos2|V7:)sin"2/- -.sin''2r.,7:...  sin'"-'2r  - 


;  =  (J    £,=0 


darstellen  lässt,  wo  die  Functionen  (?.  -        c        sänmitlich  ganze  Func- 
tionen  der  Grössen  cos2yj-,  cos2r^,-,  . . .  cos2r,j-  sind. 
Setzt  man  sodann 

(a  =  l,...M), 

11* 
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SO  kann  der  vorstehende  Ausdruck  in  eine  beständig  convergirende  Potenz- 
reihe der  2n  Grössen 


2v,m       —2vM  iv  Tii       —-ivizi 

e    '    )  ß       '    ,   .  .  .  e    "    ,  e      " 

verwandelt  werden,  so  dass  man 

(Xj,|i„...X„,fi,  =  0,  ...oo) 

erhält.  Da  diese  Reihe  gleichmässig  convergirt,  so  kann  mau.  wenn 
Vj,v,, ...  v,i,  irgend  n  bestimmte  ganze  Zahlen  sind,  diejenigen  Glieder 
der  Eeihe,  in  denen  die  Differenzen 

bezüglich  die  Werthe 

Vj.V^.  ...v„ 

haben,  in  ein  Glied  zusammenziehen,  wodurch  sich  die  oben  angegebene, 
ebenfalls  gleichmässig  convergirende  Reihe  für  ({>{v^,i\,,  ...rj  ergiebt. 

Drückt  man  sodann  v^,v2,...v-n  durch  die  ui'sprüngliclien  Veränder- 
lichen ?(j,?t^,  ...  ?r,^  aus,  so  gelangt  man  zu  einer  Entwickelung  von 
/■(nj,n2, ...  ?<„),  in  welcher  jedes  einzelne  Glied  dieselbe  Periodicität  wie 
die  Function  fiu^,...u^^)  selbst  besitzt. 

Der  gleichmässigen  Convergenz  der  für  '^{v^.r.,,  ...VJ^)  gefundenen 
Reihe  wegen  ist,  wenn  l^i--.'[hi  beliebige  ganze  Zahlen  sind, 

—2(a.v.A l-u.  V..  mj 

.  dv, 


'o        0 

0  0 

woraus  in  Übereinstimmung  mit  dem  oben  Angegebenen 

■Cix„...li,rj-\r^^''v-'^n)e  dv,...dv 

'o       "o 
folgt. 


Neuer  Reweis  eines  Hauptsatzes  der  Theorie 

der  p(4'[odiseheii  Functionen  von  mehreren 

Veränderliehen. 

Aus  dem  INlDiiatsbericht  dei-  Königl.  AkadtMiiio  der  Wissenschaften 
zu  Berlin  vom  November  1870. 


Neiu^r  Beweis  einc^s  Hauplsalzes  der  Theorie 

der  periodiseheii  FiiiielioiuMi  von  iiiehrcreii 

Veränderlieluni.''') 

(MouatsberiLhte  der  Akademie  der  Wisöeiisehaftcu  zu  Berlin  a.  d.  J.  1S7G,  S.  080—693.) 


1. 

Eine  Function  f  von  n  Veränderliclien  {u^^ii.,,  ...u.,,)  kann  so  be- 
scliaffen  sein,  class  für  bestimmte  Systeme  constanter  Gi'össen  (P,,P^, ...  P,^) 
bei  beliebigen  Werthen  von  u^,ii.,, ...  ii^  die  Gleichung 

bestellt.     Die   Function    lieisst    alsdann    periodisch,    und   jedes    einzelne 
Grössensystem  (P^,P^, ...  P,j)  ein  Periodensystem  derselben.**) 
Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze: 
1)  Ist 

{i\,p:....K) 

ein  Periodensystem  einer  Function  \on  n  Veränderlichen ,  so  ist 

auch 

i-P'   -  P' 7^') 

ein  solches. 

*)  Vgl.  Hermite,  Extrait  de  lettres  ä  C.  U.  .1.  Jac-ubi  'Crelle's  Jourual  Bd.  40. 
S.  310);  und 
Riemann,  Auszug  aus  eiui'ni  Sdireibeu  an  Weierstrass,   ebd.  Bd.  71, 
S.  197. 
**)  Dies  gilt,   mag  die  Function  f  eine  analyti.sche  Function  sein  oder  nielit.      Ist 
sie  mehrdeutig,  so  besagt  die  aufge.stellte  (rleicliung,  dass  die  (resammtbeit  dm-  zu  einem 
bestimmten  Werthsystem   («,,  7<„, ...  ?<„)   gehörigen  Werthe  von  /'  identisch   ist  mit  der 
Ciesammtheit  der  zu  {Ui+Pi,  n.^-\.P^,  ...u,^+Pj  gehörigen. 
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2)  Sind 

(p;,i^:...p:),  (p;',i^',...o 

irgend  zwei  Periodensysteme  der  Function,  so  ist  aucli 

(Pj-i  Pj  ,  P-i-^P-?  '  •••  ^'nrrP'n) 

ein  solches  Sj^stem. 

3)  Ans  diesen  beiden  Sätzen  folgt  dann  der  allgemeinere: 

Sind  irgend  r  Periodensysteme 

(P'  P'       P')     (P"  P"       P")  (P^'"^  P'"     .P^'S 

der  Function  gegeben,  so  kann  man  aus  ihnen  beliebig  viele 
andere  (Pj,  P^, ...  P,j)  ableiten,  indem  man  r  ganze  Zahlen 
(wj,  i».„  ...  •?»,.)  Avillkürlich  annimmt  und  (für  a  =  l,  ...n) 

ß=l 

setzt. 

4)  Werden  aus  der  Gesammtheit  der  Periodensysteme  der  betrach- 

teten Function  irgend  (p+1)  Systeme 

/  /  ,  (P4-1)  (P+1)  (P-^-lX 

(P      P  P   )  (P  P  P  ) 

willkürlicli  herausgehoben,  und  ist 

wo  p  „  und  « ' .  reelle  Grössen  bedeuten ;  so  lassen  sich  im  Falle, 

-*  aß  -^  aß  '  ' 

dass  pW^n  ist,  stets  (p  +  1)  reelle  Grössen  {{^p  •  ■  ■  l^p^i)  be- 
stimmen, w^elche  die  2n  Gleichungen 

p-f-i  p-^i 

ß=i  ß=i 

befriedigen  und  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind.  Möglicherweise 
ist  dies  auch  noch  der  Fall  fiir  p=2w— 1,  p=2n  —  2  u.  s.  w.. 
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jedenfalls  aber  nicht  für  p=0.  Es  muss  also  einen  kleinsten, 
zwischen  0  und  2n-\l  lieg-endeu  Werth  von  p  geben,  bei  dem 
es  noch  möglich  ist,  die  vorstehenden  Gleichungen  für  beliebige 
(p^  1)  Periodensysteme  in  der  angegebenen  Weise  zu  befriedigen. 
Dieser  AVertli  von  p  werde  fortan  mit  r  bezeichnet.  Dann 
existiren  nothwendig  CNmiplexe  von  r  Periodensystemen,  für 
welche  den  in  Pede  stehenden  Gleichungen,  wenn  man  p^r  —  1 
nimmt,  nm- dadurch,  dass  man  jeder  der  Grössen  (Xj,  ...  [x,.  den 
Werth  Null  giebt,  genügt  werden  kann. 
Angenommen  nun,  es  seien 


{P'f'...P'),{P'',p'',...p"). 


(p<'-)    pC-)  p<>\ 


irgend  r  Sj'steme,   welche  einen   solchen  Complex  bilden,  und 

(Pj,  Pg, ...  P,()    ein   beliebiges   Periodensystem,    so    lassen  sich 

(>•-!- 1)   reelle  Grössen   (x,  (x^,  ...  [x^.,   die   nicht  sämmtlich  den 
Werth  Null  haben,  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 


(ß) 


f^^a+2'^3^«     =« 


(a  =  l, ...??) 


bestehen. 

In   diesen  Gleichungen  hat  dann  [x  nothwendig  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth;  man  erhält  also,  wenn  man 


setzt, 


ß  \^ 


ß=i 

(A)       \  ß=i 


ß=i 


(ß) 


(ß  =  l,.-.»-) 


Zugleich  folgt  aus  der  angenommenen  Beschaffenheit  der  Systeme 

{pI^\p'/\  ...  p'J'),    dass  zu  einem  bestimmten  Periodensysteme 
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(P^,P.^,  ...  P„)  nur  ein  Sj^stem  reeller  Grössen  m^,  m.,, ...  iii^,,  für 
welches  die  vorstehenden  Gleichungen  gelten,  gehört. 
5)  Obgleich  die  Function  unendlich  viele  Periodensysteme  besitzt, 
so  kann  sie  doch  so  beschaffen  sein ,  dass  die  Anzahl  derjenigen 
Periodensysteme,  in  denen  jede  einzelne  Periode  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  eine  willkürlich  anzunehmende  Grenze  nicht  über- 
schreitet, endlich  ist.  In  diesem  Falle  sind  die  in  den  vor- 
stehenden Gleichungen  (A)  vorkommenden  Grössen  w? j,  w?^, . . .  m,. 
immer  rationale  Zahlen. 

Es  lassen  sich  aber  alsdann  die  Periodensysteme 

(p'  P'        ]'')    (P"  P"        /'")  (/"  P^''         P^'''\ 

stets  auch  so  auswälilen,  dass  die  Grössen  ni^,  m.^, ...  m.^.  für  jedes 
Periodensystem  (/p7'„...  /',.)  sämmtlich  ganze  Zahlen  werden. 
Der  BeAveis  dieses   fiiiidiniu'iitMlcii  Salzes  kann   folgendermassen  ge- 
führt werden. 

Es  bedeute  Ä  irgend  eine  der  Zahlen  1,2,  ,,,r,  so  fasse  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die   Periodensysteme 

(P*if,...zf)  (Ml....-) 

den  unter  (4)  angegebenen  Bedingungen  gemäss  angenommen  seien, 
diejenigen  Periodensysteme  (/',,  i'^, ...  P„)  in's  Auge,  für  welche  die 
in  den  Gleichungen  (A)  vorkommenden  Grössen  jy/,,  m., —  ;»,.  folgenden  Be- 
dingungen genügen: 

0  ^  m^  ^  1  , 

0  ^  r>/ß  ^  1  ,    wenn  ß  -<  X  , 

0  =  Wß         ,    wenn  ß  :?>  X  . 

Solche  Systeme  giebt  es  —  namentlich  ist  {Pi^\  P2  \---^«  )  eines 
von  ihnen  —  sie  sind  aber,  Aveil  durch  die  angegebene  Beschränkung 
der  Grössen  m^  für  den  absoluten  Betrag  jeder  einzelnen  Periode  eine 
Grenze,  die  er  nicht  überschreiten  kann,  festgestellt  wird,  nur  in  end- 
licher Anzahl  vorhanden ,  und  es  muss  sich  unter  ihnen  eines  finden,  für 
Avelches  ini  den  kleinsten  AVerth  hat.     Die  zu  diesem  System  gehörigen 

Grössen  jd^.  ...  in    mögen   mit  )///''.  ...  u/.^''^  bezeichnet  werden. 
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Nach  diesen  Festsetzimgcn  ist,  wenn  iii\^)u',,  ...  »/'.  iccllc  Cirösscii 
sind,  wclclie  die  Bedingungen 

0<m;-^ml",   0<:wi<wl"^ ()      v>/.  :  »/'' 

(M'fiillen.  das  System 

ein  Periodensystem  nnr  in  dem  Falle,  wo  ni\,iitl, ...  m'^.  sämmtlich  gleicli 
Null  sind. 

Nun  werde  gesetzt 

(ß)     p^x-t-fpf,  crj'-';.) 

ß=i 

so  lässt  sich,  wenn  lu^ni.,. ...  »i.^.  beliebige  reelle  Gi'össen  sind,  der 
Ausdruck 

2j  '"ß  ^  a 

ß=l 

stets  auf  die  Form 

Hl  ß=' 

in  der  Art  bringen,  dass  ')n[.iii!„ ...  )iil.  die  eben  angegebenen  Bedin- 
gungen eifüllen  und  zugleich  v^.v,,.  ...v^.  ganze  Zahlen  werden:  was 
aus  den  zu  befriedigenden  Gleichungen 

(r)        ., 

(7--1)  (»•)  , 


u.  s.  w. 


unmittelbar  ei'sichtlich  ist.    Wenn  aber 


(   Zj  '"ß  ^  I    '    Zj  "'ß  ^^    2j  '"ß  ^"     ) 

\ß-i  ß=i  ß=i  / 
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ein  Periodensystem  ist,  so  ist  ancli 

ß=i  ß=i  ß=i 

ein  solches,    und  es   müssen  dalier  :?>/], »z^?  •••  "','•  sämmtlich   gleich  Null 
sein.     Man  hat  also 

i]«^ß^f=i]v.,p,ß, 
ß=i       ß=i 

und  die  Gleichungen  (A)  wandeln  sich  um  in  die  folgenden: 


(0) 


1^-2         Zj    'ß       '28' 


ß=i 


«     -^^  ß   «ß 


ß=i 

Die   durch   die  Gleichungen  (B)  definirten  Periodensj'steme 
(P     P  P   )     (P     P         P   )  (P     P  P   ) 

^     IV      2V  ■••      nl'  ^      V     12'      22'  •••      «2''    •••    ^     ir'      2}-'  •••      «W 

sind  demnach  so  beschaffen,   dass  sich  aus  ihnen   alle  übrigen 
auf  die  oben  —  unter  (3)  —  angegebene  AVeise  ableiten  lassen. 
In  den  Gleichungen  (C)  nehme  man  nun,  unter  y  eine  der  Zahlen 
1,  2, ...  r  verstehend, 

(T)  (Y)  (Y) 

P=P^'      p^p"  p  ^p'" 

1  1     '  2         -^  2     '     •  •  J?  W     ' 

und  bezeichne  die  Wertlie,  die  dann  Vj,v._,, ...  v,.  haben,  mit 


so  dass  man 


^1'   ^T. 


AY) 


Vy,.    , 


ß=l 


\Y  =  l,...r/ 
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liat.     Dann  ist  die  Determinante 


V.., ,   .    .    .   V..,. 


notlnvendig  von  Null  verschieden,   weil  sich  sonst   die  2u  Gleichungen 


2 

ß=i 


'  ß-*  a^  .^J  '  ß  '  aß  • 


(a=I....7i) 


ß=l 


durch  reelle  Werthe  der  Grössen  |Jtg,  ohne  dass  diese  sämmtlich  gleich 
Null  zu  sein  brauchten,  winden  befriedigen  lassen.  Man  kann  daher, 
wenn  Vj,v.,, ...  v,.  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  /•  rationale  Zahlen 
iHj,  ...);/,.  so  bestimmen,  dass  die  r  Gleichungen 


(ß==l,...'-) 


bestehen.     Dann  ist  gemäss  den  Gleichungen  (C) 


'■  '■  (y)        '"  fß) 

ß=l  Y=i  ß=l 


(a=l,  ...M) 


Da  es  nun,  wie  vorhin  bemerkt  worden,  für  jedes  Periodensystem 
{P^,F^, ...  P^^)  niu^  ein  System  reeller  Grössen  m^,m.,,  ...  m,,.  giebt,  für 
das  die  Gleichungen  (A)  gelten,  so  ist  bewiesen ,  dass  diese  Grössen,  wie 
man  auch  die  r  Periodensysteme 


Cß  =  l,...») 


den  unter  (4)  angegebenen  Bestimmungen  entsprechend  annehmen  m<)ge. 
stets  rationale  Zahlen  sind. 

6)  Zu  dem  vorstehenden  Satze  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 

Angenommen,  es    seien   für   eine  periodische  Fimction   von  n  Xw- 

änderlichen   die  Zahl  /•  und  die  Grössen  p!/    so  bestimmt,  wie  unter  (4) 
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angegeben  wurde.     Setzt  man  dann,  unter  m^,m.,, ...  m^.  reelle  Grössen 
verstehend,  'wia  oben 

V  |5  =  1 .    . .  r  / 

Hl  .-'1 


so  hat  der  Ausdiuck 


P  - 


Sil  S^"ß^'-ß)  '  I  S'^'ß^^'-ß)  r"2 


stets  einen  positiven  AVeith,  wenn  die  Grössen  m  nicht  sämmtlich  gleich 
Null  sind.    Es  ist  deshalb,  wenn  //  eine  willkürlich  angenommene  positive 

r 

Grösse  bezeichnet,  P>  (/,   sobald  der  Werth  von  ^  ly/ß  eine  bestimmte 

ß=i- 
Grenze  überschreitet,  und  es  giebt  daher  unter  denjenigen  W'eithsystemen 

{m^,m.„  ...  ni^),  in  denen  jede  einzelne  Grösse  eine  ganze  Zahl  ist,  luu- 
eine  endliche  Anzahl  solcher,  für  welche  die  absoluten  Beträge  von 
P^,JP,^., ...  l\^  sämmtlich  kleiner  als  //  sind.  Daraus  folgt,  dass  die 
Gleichungen  (A),  wenn  in  denselben  den  Grössen  )n^,ni,y, ...  ni^^  bloss  ganz- 
zahlige Werthe  gegeben  werden ,  sämmtliche  Periodensysteme  der  Function 
nur  in  dem  Falle  liefern  können,  wo  die  oben  (im  Anfange  dieser  Nr.) 
in  Betreif  der  Beschaffenheit  der  Function  gemachten  Voraussetzung  zutrifft. 

Diese  Voraussetzung  ist  aber  gleiclibedeutend  mit  der  Annahme,  dass 
die  Function  kein  Sj'stem  unendlich  kleiner   Perioden  besitze. 

Man  setze 

WO  «„  und  p     „  reelle  Grössen  bedeuten,  und  nehme  an,  es  lasse  sich  eine 
positive  Grösse  k  so  bestimmen ,  dass  in  jedem  Perioden S3'stem  wenigstens 
eine  der  Grössen  2\,  iKi  •  •  •  P>„  ^^em  absoluten  Betrage  nach  grösser  als  k  ist. 
Wenn  man  dann  2n  eanze  Zahlen 


willkürlich  annimmt,  so  kann  es  höchstens  ein  Periodensystem  geben,  in 


der  Tlicorit!  iUt  iioiiiiilisflicii  Fiiiptioiicii  von   iiiclircroii  VciüiKli-rlii'licii.        1  7'? 
wclcliciii  die  (.iiiisscn  p^^  [>.,,  ...  i).,^  'l''"   15<'<liiij,niii}^U'ii 

genügen.     Denn  angenommen,  es  sei 


ein  solclies.  nnd  (i7i ,  ^i.,,  •.•(/.>„ )  «in  beliebiges  System  von  -2  n  Giös.sen, 
welche  ebenfalls  die  Bedingungen 

v^i  ^q-^^  v^A- -F  /t  (X  =  1, ... -2 H) 

erfüllen ,  so  ist ,  wenn  man 

setzt,  /.•    dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  k,  und  deshalb 

kein  l'eriodeusystem,  woraus  folgt,  dass  auch 

kein  solches  ist. 

Nun  sei  //  eine  willkürlich  angendmmene  positive  Grösse,   so  giebt 
es  nm-  eine  endliche  Anzahl  solcher  Zahlsysteme  (v^v^, ...  v^  J,  für  welche 

Vj/v,  v,A-,  ...  yj: 

sämmtlicli  zwischen  den  Grenzen  [/,-fj  liegen;  es  existirt  also  auch  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Periodensystemen,  für  welche  jede  der  Grössen  y». 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  g  ist. 


Ich  will  jetzt  annehmen,  die  betrachtete  i)eriudisclie  Function 
I\k^,  ?(.,. ...»,,)  sei  eine  eindeutige  analytische  Function,  und  zunächst 
nachweisen,  dass  dieselbe  ein  System  unendlicli  kltiner  Perioden 
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nur  in  dem  Falle  besitzt,  wo  sie  sich  als  Function  von  weniger 
als  7i  Argumenten,  die  ganze  lineare  Functionen  von  u^.u.,. ...  u^^ 
sind,  darstellen  lässt. 

Es  seien  v^.v^,  . . .  r,„  ganze  lineare  Functionen  von  11^,11^,  . . .  u^^,  und 
rn^n,  so  können  n  Grössen  -Pp-^o?  •••  ^«  so  bestimmt  werden,  dass 
v^,v.,,  ...v^„  sich  nicht  ändern,  wenn  man  u^+I\,  it.,-j-P„,  ...  Un+^n 
für  ?fj,?(.,,  •••Un  setzt.  Im  Falle,  dass  sich  /als  Function  von  r^,r.^,  ...  v^^^ 
ausdi'ücken  lässt,  ist  also 

Man  kann  aber  {n  —  ni)  der  Grössen  P  beliebig  annehmen  ,  und  giebt 
man  diesen  unendlich  kleine  Werthe,  so  werden  die  übrigen  ebenfalls 
unendlich  klein.  Es  besitzt  also  /'(?tj,!t^„  ...  ?f,J  Sj^steme  unendlich  kleiner 
Peiioden. 

Bezeichnet  man  /',  als  Function  von  v^jV^,  ...v^^  betrachtet,  mit 
/",  so  hat  man 

es  bestehen  also  zwischen  den  partiellen  Ableitungen  von  /',  von  denen 
jetzt  die  ate  mit  t\>i^.  u.„  ...  llJ^)  bezeichnet  werden  möge,  {n  -  m) 
Gleichungen  von  der  Form 

■» 

a=i 

WO  Cj ,  c.y,  ...  Cji  Constanten  bezeichnen ,  welche  nicht  sämmtlich  gleich 
Null  sind. 

Dagegen  findet  bekanntlich,  wenn  die  Function  f  nicht  die  besondere 
Eigenschaft  besitzt,  sich  auf  die  angegebene  Weise  in  eine  Function  von 
weniger  als  n  Argumenten  verwandeln  zu  lassen,  unter  ihren  Ab- 
leitungen keine  solche  Relation  statt,  und  es  ist  daher  möglich,  n  nicht 
singulare*)  Werthsj^steme  der  Grössen  u^,n.„...iin 

(«1  r  ^'2,  •  •  •  *'„)  '   ("1  '  ^'2  r  •  •  •  ''»  ) ; (^'1    '  ^'2    •  •  •  •  ^'»  ) 


*)  Es  ist  (itj  «2,  ...  n/j)  ein  nicht  singuläres  Argumentensystem,  wenn  sich 
/"(»i.  «2)  ••• 'Si)  unter  der  Bedingung,  dass  die  absoluten  Beträge  von  i«i— Mj, 
«2 —"2,  •••  ^(n^  f-t'n  gewisse  Grenzen  nicht  tibersteigen,  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
dieser  Differenzen  in  eine  convergirende  Reihe  entwickeln  lässt. 


der  Tliodvii!  diM-  iifriiMlisrlicii   Kmictiniicii  von  inclircrfii  Vcriiiiiliilicliin 
SO  Miiziiiiclinu-n,  dass  die  Deteriiiiimiitc, 


f'K      "'r      •■•":V        •••    CK      <      ■■■"'n\ 


All  II 


"n\^ 


A{ii)        {in  tin. 


/•,    "        II  II. 


,-,    \in      {II)  (Hl, 

..    /(H,    ,  u.^   ,  ...11      ) 


einen  von  Null  verschiedenen  Wertli  hat. 

Man  kann  dann  ferner,  nnter  h^,h^,  ...  h^^  veränderliche  Grössen 
verstehend,  deren  absolute  Beträge  eine  Grenze  h  nicht  übersteigen  sollen, 
die  letztere  so  klein  annehmen,  dass  (für  a-   l,...n) 


(7.) 


(a) 


f{u,   -l-Aj,  2i,  •  -;  A,,  ...  ?f„  +/i„)  -  /"Ofj,  ?^„  ...  uj 

II  .1 

Zl^'ß  //ThJ''V^^i,  u^'-\  th.„  .  .  .  nl^^^thj  dt, 


nnd  zugleich  die  Determinante  der  als  lineare  Functionen  von  Ii^,  h.,,  ...  Ji^^ 
betrachteten  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  dieser  n  Gleichungen ,  welche 
für  unendlich  kleine  Werthe  von  Ji-^.h.^,  •••  ^'n  unendlich  wenig  von  der 
vorstehenden  verschieden  ist,  el}enfalls  nicht  gleich  Null  ist.  Dann  sind 
die  Differenzen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  nur  in  dem  Falle 
sämmtlich  gleich  Null,  wenn  sämmtliche  Grössen  h^,  h^.  . . .  /;„  es  sind. 
Hiernach  ist  es  unmöglich,  dass  in  einem  Periodensystem  der  Function  f 
jede  einzelne  Periode  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  h  sei;  mit 
anderen  Worten,  die  Function  besitzt  kein  S^'stem  unendlich  kleiner 
Perioden. 

Es  gilt  also  der  Satz: 

„Eine  eindeutige  analytische  Function  von  v  Veränderlichen 
sei  periodisch,  ohne  als  Function  einer  geringeren  Anzahl  von 
Argumenten,  die  ganze  lineare  Functionen  der  ursprünglichen 
sind,  darstellbar  zu  sein,  und  r  sei  für  sie  die  oben  für  eine  be- 
liebige periodische  Function  definirte  Zahl,  welche  also  einen  der 
AVerthe  l,2,...2n  hat.  Dann  lassen  sich  stets  r  Perioden- 
svsteme  der  Function 


(/^^,7^,,.  .7^,,),  ...  {P,,,ii^ r„,) 
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SO  auswählen,  dass  durch  die  Gleichungen 

»■ 

ß=i 

in    denen    v^jV^,  ...v^^    beliebig    anzunehmende    ganze    Zahlen 
bezeichnen,  sämmtliche  Periodensj^steme  der  Function  geliefert 
werden." 
Hierzu  ist   noch  zu  bemerken,   dass  es  unmöglich  ist,    aus  irgend 
welchen  (r  —  1)  Periodens3'stcmen  alle  übrigen  abzuleiten ;  was  aus  der 
gegebenen  Definition  der  Zahl  r  unmittelbar  hervorgeht. 
Dagegen  lassen  sich  die  r  Systeme 

(^lß5   -^iß)   •••  ^)/ß) 

durch  unendlich  viele  Complexe  von  r  anderen  ersetzen. 
Kimmt  man  nämlich  an 

r-i-i 
^  aß        ^  'ßY  ^ay  Vß  =1   ...  ,J 


=1 


Wo  die  Vß.^  ganze  Zahlen  bezeiclmen,  und  es  sollen  sich  aus  den  r  Perioden- 
systemen 

(P,ß,P,3,  ...P„ß)  (ß  =  l,...r) 

alle  übrigen  ableiten  lassen,  so  niiiss  man  haben 

^ay        fi    ßr     «?'  Vß=l....,J 

WO  die  v'    ebenfalls  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  somit 

p  =y  yv:  v^.p .. 

ocy       0  ^^    ,r    ßo     ao 

Es  sind  aber  die  Grössen  P,,,,  wie  aus  der  gegebenen  Definition  der- 
selben hervorgeht,  so  beschaflfen,  dass  es  unmöglich  ist,  die  n  Gleichungen 
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diircli  reelle  Wertlic  voll  [i^.  [i,.  ...  [i,..  Wiini  diVsc  iiirjit  süniiTitlicJi  {rleiclj 
ISHiU  sind,  zu  befriedigen.     Fulglicli  imi.s.s 


pl   '^'    P^      M),  wenn  y^5. 


sein.    Daraus  ergiebt  sich 


>i '   •    •    ■    'rr 


'n  •  • 


^  1 


.   V, 


und  es  müssen  dabei   die  Zahlen  Vß.^  so  gewählt  werden ,  dass  die  Deter- 
minante 


±  1 


Vi' 


ist.    Umgekehrt  erhält  man,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  die  Grössen 
F     durch  die  P  „  so  ausgedrückt,  dass  die  v'    ganze  Zahlen  sind,   und 

kann   daher  sämmtliche  Periodensysteme  (P^ ,  Pg»  •  •  •  ^n^    '^^^'-'^^    ^^^^  "^^^'^ 
r  Systemen 

ableiten. 


Der  im  Vorstehenden  bewiesene  Satz  gilt,  wie  ich  jetzt  zeigen  will, 
auch  in  dem  Falle,  \\of{i(^,ii.„  ...  ?<„)  eine  »(-deutige  analytische  Function 
ist. 

Bezeichnet  man  die  vi  AVerthe  der  Function,   welche  zu  ilemselben 

AVerthsystem  (u^,ti.„  ...  u^^)  gehören,  mit  /    ,/    , /      ,   und  versteht 

unter  x  eine  unbestimmte  Grösse,  so  ist  das  Product 


{x-f    ){x-f    ) (x  -t     ) 


12 
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eine  eindeutige  analytische  Function  von  ii^,i(,,,  ...  u,,^,  und  eine  ganze 

rationale  Function  von  x;  es  können  also  /"    ,  /' 
als  die  Wurzeln  einer  Gleichung  i«ten  Grades 


rationale  Function  von  x ;  es  können  also  /"    ,  /" f      deflnirt  werden 


X 


tn    ,      r  /                                     \        in — 1      ,  ,      ^      /  \  r\ 

+  fi («p  «'2'  •  •  •  ^'«)  ^  + +  /«l ("l'  "'2'  •  •  •  "«)  =  0  , 


deren  Coefficienteu  eindeutige  Functionen  von  u^,  ii.,,  . .  .  u^  sind. 

Diese  Functionen  von  n  Veränderlichen  können  nun  so  beschatten 
sein,  dass  sie  sich  alle  als  Functionen  einer  geringeren  Anzahl  von  Argu- 
menten {i\,v.„  ...  Vi),  welche  ganze  lineare  Functionen  von  n^,u,^. ...  ?«.^^  sind, 
darstellen  lassen.  In  diesem  Falle  kann  man  n  Constanten  c\,  r.„  . . .  c,j, 
die  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 


«rr,      oiirL 


befriedigt  werden,  und  daher  i\,i\2,  ...  ?7  sich  nicht  ändern,  wenn  man, 
unter  t  eine  unbestimmte  Gi'össe  verstehend, 

u^-\-c^t,  u.^-rct,  ...iin+cj  für  Ztj,?f^,  ...  «,j 
setzt.     Es  bestehen  also  die  m  Gleichungen 

(A)  fix{i^i+c^t,  u.^-i-cj,  . . .  t(,~ cj)  =  f,^iu,,  u,,  . . .  « J, 

(|j.=  l,  ...m) 

und  es  sind  demzufolge  die  ?h.  Werthe  von  fiit^+c^t,  u.^-^c^t,  ...  «,j-rc„i) 
identisch  mit  den  »«  Werthen  von  f{u^,  u.^.  ...u^^. 

Die  Function  /'  besitzt  also ,  wenn  /"^ , /"„^  die  angegebene  Be- 

schatfenheit   haben,    ein  Periodensystem  {c^t,  c.,t, c^Jt),    in  welchem, 

wenn  man  t  unendlich  klein  annimmt,  jede  einzelne  Periode  einen  un- 
endlich kleinen  Weitli  hat. 

Aus  den  Gleichungen  (A)  ergeben  sich  die  nachstehenden: 

(B)  ±r,    84(».  ».-»,.)  ^  p  ^  ,^^1...„) 
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wi'Iclicalsu  (Miic  nutliw.'iKligeFolrrederiii  Betreff  der  Functiuncii  /' I\ 

genuu'hten  Aiinaliiiu'  sind. 

Umgekehrt  haben  diese  Fnm-tioiien  die  in  Jlede  stehende  Beschaffen- 
heit, wenn  für  irgend  ein  System  constanter  Grössen  Cj,  r.„  ...  r,,  die 
nicht  sämmtlich  gleich  Nnll  sind,  die  Gleichungen  (H)  bestehen.  Denn 
dann  ist 

dt  ~^' 

also  f^i.(n-fr(\t,  n.r\cj. ...  n^^-^cj)  von  t  unabhängig,   und  es  gelten  somit 
die  Gleichungen  (A).     Setzt  man  aber  in  den  letzteren 


*  =  -^ 


wo  X  so  zu  wälilen  ist,  dass  c,   nicht  den  Werth  Null  hat,  so  ergiebt  sich 

/■jiO'p",,  •••  ?'«)  =/iiO'p'V  •••  'n)  '  (|x  =  l,...»0 

wo 

Nun  ist  aber,  damit  /"Ohj,  it^?  •••  ^'»0  als  Function  von  (n  — 1)  linear  durch 
Hp  ?(..„...  »jj  aiisdrückbaren  Argumenten  betrachtet  werden  könne,  noth- 

wendig  und  hinreichend,  dass  sich  /^(^«.j,  ?t.„  ...  «„), /'„j(?<j,  ?<2- •••"«^ 

sämmtlich  als  Functionen  derselben  {n—l)  Grössen  darstellen  lassen.  Wenn 
also,  wie  in  dem  zu  beweisenden  Satze  angenommen  Avird,  f{H^,u,,. ...  >i^^) 
die  angegebene  besondere  Beschaffenheit  nicht  besitzt,  so  ist  es  unmöglich, 
dass  für  irgend  ein  System  constanter  Grössen  (rj,c,.  ...r„)  wofern  nicht 
jede  von  ihnen  den  AVertli  Xull  hat,  die  ni  Functionen 


^'■Jli("v"r---"»l, 


wo  /ji("i.  ...  >i)X    <^i*'  6^'^^^  Ableitung  von  /'.^("p  k.^.  ...  n^^)  nach  Hy^  bedeutet, 
alle  identisch  gleich  Null  sind.     Daraus  lässt  sich  folgern,  dass  mau  n 
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nicht  singulare  Werthsj'Steme 

und  n  ganze  Zahlen  fXj,  [jl.,,  ...  [i-ji,  von  denen  jede  einen  der  Werthe  1,  2, 
hat,  so  auswählen  kann,  dass  die  Determinante 


m 


D 


uy'v  •••  K\^ uyv 


"«\, 
",:) 


,(") 


(n) 


us.-<\ 


fn.S"» 


in) 


«;.'") 


einen  von  Kuli  verschiedenen  Werth  erhält. 

Man  bezeichne,  unter  s  eine  der  Zahlen  1,2,  ...n  verstehend,   mit 
D^  die  Determinante 


flx.K  •••  "'n\' ^I-^/"!'  --''nl 


/•S-) 


.'*•) 


(.S-)v 


so  dass 


und  Df^=I)  ist.     Dann  hat  man,  wenn  s>l, 


,(s) 


0+-. 


wo  -Dg^j,  i).5_i, ...  nui'  von  den  (.?  — 1)  ersten  AVerthsystemen  {nf', ...  n^"^) 
abhängen.  Sind  nun  diese  und  die  Zahlen  (Jf-j, ...  [J-5_j  so  gewählt,  dass 
Z>g_j  nicht  gleich  Null  ist,  so  ist 

nicht  für  jeden  Werth  von  |j.  identisch  gleich  Xull;  man  kann  also  |x^,  und 

^   1   '  n  ■' 


der  Tlioorie  der  periddisclieii  Fiiiictioin-n  von   melireron  Veriiiidfrliclieii.        ISl 

SO  annehmen,  dass  auch  J)^  iiiclit  ^\vW\\    Null    ist.     I);i    nun   nicht    alle 
Functionen 

/■.if",....  ",/)_ 

gleich  Null  sind,  so  kann  man  zunächst 

l-i,  und  ,i\,n:,,...u\^, 


sodann 


u.  s.  w.  bis  zuletzt 


[i,  und  n';,n':,...n';^, 

,.,  und  .;">,<*...<'> 


so  wählen,  dass  D^,  D.^,  ...  7),j  sämmtlich  von  Null  verschiedene  Werthe 
erhalten. 

Man  kann  dann  ferner  eine  Grenze  h  so  fixiren.  dass  für  alle  Werth- 
sj'steme 

(/ij.//,,  ...A„), 

in  denen  jede  einzelne  Grösse  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 
Ji  ist, 

V  ..1 

-=  2 h  //"txO'f +^^. •••  ^f+'^'4^?^         (.=1,...)») 

und  zugleich  die  Determinante  der  als  lineare  Functionen  von  //,.  ...  ]/., 
betrachteten  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen,  welche 
bei  einem  unendlich  kleinen  Werthe  von  Ji  sich  unendlich  Avenig  von  D 
unterscheidet,  ebenfalls  nicht  gleich  Xull  ist.  Dann  sind  die  Ditferenzen 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  nur  in  dem  Falle  sämmtlich  gleich 
Null,  Avenn  sämmtliche  Grössen  //,.  ...  h^  es  sind.  Es  ist  also  unmög- 
lich, dass  in  einem  gemeinschaftlichen  Periodensysteme  dei*  Functionen 
/'j(?r,,  «.,,  ...  ??^j). /hj("i»^'2?  •••  "}})  J*^^^^'  fiu^'t-dne  Periode  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  kleiner  als  h  sei.  Da  nun  die  m  Werthe  von 
/■((f^+/?j,  n.^-i-Jt,^, ...  K'^i-^rli^t)  nur  in  dem  Falle,  wo  (A,.  Ji.^  ...  /'„)  ein  gemein- 
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schaftliches    Periodensystem    der  Functionen   f\, /„^    ist,    mit    den 

m  Werthen  von  f(ii^,  n.^,  ...n^^)  identisch  sind,  so  folgt,  dass  die  Func- 
tion f(u^, ...  it^i),  wofern  sie  nicht  die  besprochene  besondere 
Beschaffenheit  hat,  kein  Sj^stem  unendlich  kleiner  Perioden 
besitzt,  und  demnach  der  in  (2)  für  eine  eindeutige  Function 
aufgestellte  Satz  bestehen  bleibt,  wenn  das  AVoi-t  „eindeutig" 
in  „w-deutig"'  umgeändert  wird. 


Anm.  1.  Unter  welchen  Bedinoiingeu  der  vorstehende  Satz  für  eine  analytische  Function 
/'0ti,«2!  •■•^O  ^^^*i^  "1  dt^iii  Falle  gültig  bleibe,  wo  sie  so  beschaffen  ist,  dass 
zu  jedem  Werthsysteine  der  Veräuderliirhen  n^,n^,  ...  ?<,,  iiuendlich  viele 
Werthe  von  f{n^,u^,  ...n^^)  gehören,  ist  noch  nicht  ermittelt  worden.  Dass 
es  aber  Functionen  dieser  Art  giebt,  für  welche  der  Satz  niclit  gilt,  ist 
bekannt.  Herr  Casorati  hat  bereits  vor  Jaliren  gezeigt,  wie  sich  analy- 
tische Functionen  eines  Arguments,  deren  Perioden  sich  nicht  aus  zwei 
derselben  ableiten  lassen,  in  sehr  einfacher  Weise  definiren  lassen.  (Compt. 
rend.  21.  dec.  1863  et  25.  janv.  1864). 

Anm.  2.  Das  in  §1  begründete  Theorem  gilt,  wie  schon  oben  bemerkt  worden  ist, 
für  eine  beliebige  (analytische  oder  nicht  analytische)  Function  f{n^ ,n^, ...  u^). 
Es  findet  also  auch  Anwendung,  wenn  diese  Function  nur  für  reelle  Werthe 
der  Veränderlichen  n^,  n.^,  . . .  «„  definirt  ist  und  somit  auch  nur  Systeme 
reeller  Perioden  in  Betracht  kommen,  in  welchem  Falle  dann  die  Zahl  r 
der  gegebenen  Definition  nach  nicht  grösser  als  n  sein  kann.  Dagegen  ist 
der  Satz,  dass  eine  Function  von  n  Variabein  nur  dann  Systeme  unendlich 
kleiner  Perioden  haben  kann,  wenn  sie  sich  als  Function  von  weniger  als 
?«  Argumenten ,  die  ganze  lineare  Functionen  der  ursprünglichen  sind,  dar- 
stellen lässt,  von  mir  nur  für  ein-  oder  jh  deutige  analytische  Functionen 
bewiesen  worden.  Auf  eine  nicht  analytische  eindeutige  und  stetige  Function 
reeller  Argumente  findet  jedoch  der  gegebene  Beweis  auch  noch  Anwendung, 
wenn  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  der  Function  existiren  und 
ebenfalls  stetige  Functionen  sind,  Dass  der  in  Eede  stehende  Satz  aber  richtig 
ist  und  sich  beweisen  lässt,  wenn  für  eine  Function  reeller  Veränderlichen 
nur  feststeht,  dass  sie  eindeutig  und  stetig  sei,  hat  neuerdings  Herr  Kro- 
necker nachgewiesen.  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  20.  No- 
vember 1884.) 


•  •  

Über  die  Tlieorie  der  analytisclicn 

Faciiltätcii. 


(Aus  Crelle's  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 

B.  51,  Ö.  1—60.) 


über  die  Theorie  (1(t  anal\liseh('ii  Faciilläleii. 

(Aus  Crolle's  Journal   für  die   reine   und  augewandte  Matliematik ,    B.  fil  .   S.  1  -OOj. 


Einleitung-. 

Ijezeiclinet  man ,  unter  u  inid  x  unbeselu'änkt  veränderliche  Grössen,  unter  // 
aber  zunächst  eiue  positive  ganze  Zahl  verstehend,  die  durcli  das  Product 


]^(?r-l-va;) 


v=o 


dargestellte  Function  von  u,  x,  y  durch  f{u^  or,  y),  so  gelten  die  nach- 
stehenden, zum  Tlieil  schon  von  Vandermonde*)  und  vollständig  zuerst 
von  Kramp**)  aufgestellten  Gleichungen,  in  denen  //'  auch  eine  positive 
ganze  Zahl,  /.•  hingegen  eine  willkürlich  anzunehmende  Grösse  bedeutet: 

(a)  /'(h,  x,y-^y')=  flu,  x,  y)  f{a  +  yx,  x,  y ') , 

(b)  f\u,x,l)         =u, 

(c)  /■(/'■  '^  J^-x,  y)     =  h-^f{u.,  X,  y), 

'(d)  f{u,  X,  y)         =  f(n  i- yx  -  x,- x,y), 

(e)  f(n,  0,  y)         =  u^. 

Die  in  den   drei   ersten  dieser  Gleichungen    ausgesprochenen  Eigen- 
schaften der  betrachteten  Function  sind  den  durch  die  Gleichungen 


V  y' 

1 

=  u 

{kuf 

,y  y 
=  A-  11.  , 

*)  Siehe  die  Abliaiidluni; ■;  ]\r('Mn(iir('  sur  les  irrationelles  des  diff.  ordres.  (Meui.  Par. 

.'/ 
1772.)     Vaudermonde  betrachtet  nur  die  Function  /"(», —  1,?/)  —   von  ihm   durch  \u] 

bezeichnet  —  auf  die  er  f(u,x,y)  reducirt;  es  finden  sich  daher  bei  ihm  die  Gleichungen 

(c),  (d)  nicht  ausdrücklich  angegeben. 

**)  In  einem  Abschnitt  der  Schrift:  Analyse  des  refractious  astrononiiquea  et  ter- 

restres,  1798. 
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ausgedrückten  Eigenschaften  der  Potenz  u^\  in  welche  f{n.,x,y)  für 
^  =  0  übergeht,  so  analog,  dass  die  genannten  Mathematiker  sich  be- 
rechtigt hielten ,  die  Existenz  einer  analgetischen  Function  f{a,  x,  y)  an- 
zunehmen, welche  für  jeden  positiven  ganzzahligen  AVerth  von  y  durch 
das  obige  Product  dargestellt  werde,  aber  ebenso  wie  die  Function  u' 
für  beliebige  Werthe  von  y  eine  Bedeutung  habe  und  den  Gleichungen 
(a)  bis  (e)  genüge.  Für  diese  hypothetische  Function  schlug  Kramp  die 
Benennung  ,,Facultät"  und  die  Bezeichnung 

y\x 

vor;  n  nannte  er  die  Basis,  x  die  Differenz  und  y  den  Exponenten  der 
Facultät.  Der  von  ihm  unternommene  Versuch  jedoch,  eine  Theorie  dieser 
Function  aus  den  vorausgesetzten  Eigenschaften  derselben  abzuleiten, 
ist  längst  als  ein  gänzlich  verfehlter  erkannt.  Eine  Function,  Avie  sie 
sich  Kramp  unter  u  vorstellte,  giebt  es  gar  nicht;  denn  die 
(jlleicilungeii  (a)  bis  (e)  sind  nicht  mit  einander  vereinbar,  Avenn  y  keine 
ganze  Zahl  ist.  Ausserdem  hat  Kramp  bei  seinen  Deductionen  den 
Fehler  begangen,  dass  er  aus  der  Gleichung  (e)  schloss,  es  sei 

Lim.  n      =  n  , 
a=0 

in  welcher  Weise  auch  x  sich  der  Grenze  Null  nähern  m()ge  —  eine 
Annahme,  die  sich  als  unzulässig  herausstellt,  wie  ich  im  Folgenden  (§  2) 
zeigen  werde. 

Ungeachtet  der  Unhaltbarkeit  der  Kramp 'sehen  Facultäten-Theorie 
wurde  indessen  der  Grundgedanke  derselben,  angemessen  modificirt,  von 
anderen  Mathematikern  als  Ausgangspunkt  für  neue  Untersuchungen 
aufgenommen. 

Bessel*)  suchte  die  Widersprüche,  in  welche  Kramp  sich  ver- 
wickelt hatte,  dadurch  zu  vermeiden,  dass  er  zur  Definition  der  Facultät 
?(,^'^  von  den  obigen  Gleichungen  (a)  bis  (e)  nur  die  erste,  zweite  und  vierte 
benutzte: 


(f) 


u 


y+y'lx         y^x  /      ,         \y'\x 

^    ^  '  =7^^'  (h  +  yxy     , 


l\x 


(g)  u^         =  {u  -i-yx  —  x) 


y\^       ^(..   ,  ..^      ^^^'~^ 


*)  Königsberger  Arohiv  für  Naturwissenschaft  und  ilathematik ,  Jahrg.  1812,  St.  3 
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ausserdem  aber,  seine  Untersiicliuii};'  auf  rcfllc  Wciilic  dci-  Vfriiiidcilii-lifii 
ii.ii,!/  bescdii-jiiikcnd,  festsetzte,  es  sollf 

y\x 
(h)  Lim.     "         -1 

sein,   mit   dw  aucli   im    I^'idgt'iuU  ii    tcstzidialtmdi'n   lj<'diii<;nng,    dass   der 
Potenz   u'  ,  Avenn  u  positiv  ist,  ihr  reellei-  Wertli  beigelegt  werde. 
Diesen  Bestimmungen  gemäss  ergab  sich  ihm: 


(k) 


II      =  Lim.         (11 X)    I  I  ( )    ,  wenn  .r  positiv. 


(1)     II'       -  Lim.     (     nx)    I  I  l ■■ — )    ,  wenn  x  negativ  ist. 

Durch  diese  Formeln  wird  nun  in  der  That  für  alle  reellen  AWith- 
sj'steme  der  Grössen  n,x.y  (mit  Ausnahme  derer,  in  welchen  x  ^  i)  ist) 
eine  Function  11  definiit,  welche  die  in  den  (ileichungen  (f).  (g)  ausge- 
sprochenen Eigenschaften  besitzt  und  zugleich,  woiauf  Bessel  Gewicht 
legte,  stets  einen  reellen  AYerth  hat. 

Gegen  diese  Bessel 'sehe  Definition  der  Facultät  ist  aber  Folgendes 
einzuwenden.  Die  Ausdrücke  auf  der  Rechten  der  Gleichungen  (k),  (1)  sind 
beide  —  unter  der  Bedingung,  dass  vom  Gebiete  der  Veränderlichen  x 
derWerth  rr  ■=  0  ausgeschlossen  werde  —  anal^'tische,  für  beliebige  (com- 
})lexe  sowohl  als  reelle)  AVerthe  der  Veränderlichen  n,  x,  y  definirte  Func- 
tionen.  In  der  Bestimmung,  dass  n'  '  für  positive  Werthe  von  x  durch  den 
ersten  Ausdruck  —  zu  welchem  man  mit  Xothwendigkeit  gelangt,  wenn 
man  von  den  Gleichungen  (f),  (h)  ausgeht  —  für  negative  AVerthe  von  x 
aber  durch  den  zweiten  Ausdruck,  der  eine  ganz  andere  Function  ist  als 
jener,  dargestellt  werden  solle,  liegt  also  eine  Willkürlichkeit,  die  ebenso 
wenig  zu  rechtfertigen  ist,  wie  wenn  manz.B.  log./'  für  positive  Werthe 
von  X  auf  die  gewöhnliche  Weise  definiren,  für  negative  aber  log.T  ^  log(—  x) 
annehmen  wollte.*)  Auch  wüsste  ich  nicht,  nach  welchem  Princip  mau 
verfahren  sollte,  um  die  Bessel'sche  Definition  von  /r'^"^  auf  complexe 


*)  Mit  Anweiuluno-   der  in   der  Abhandhuig    „Zur   Function^nlebre"    eingefiilirten 
Terminologie  würde  ich  mich  jetzt  so  ausdrücken:  Die  von  Bessel  derinirtt-  Facnltiit  n 
ist  keine  monogene  Function  ihrer  Argumente;  die  beiden  Ausdrücke,  von  denen  der 
eine  sie  für  positive,  der  andere  für  negative  Werthe  von  t  darstellen  soll,  sind  Zweige 
zweier  verschiedenen  analytischen  Functionen.     (.Siiätere  Anmerkung.) 
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Wertbe  von  x  auszudehnen.  Ein  Übelstand  ist  es  ferner ,  dass  die  obige 
Gleichung  (c)  für  Bessel's  Facultät  nur  gilt,  wenn  fc  eine  positive  Grösse 
ist,  während  doch  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  auch 
für  negative  Werthe  von  /.•  bestimmte  Wertlie  haben. 

Abweichend  von  Bessel  hat  Grelle*)  von  den  obigen  Gleichungen 
(a)  bis  (e)  die  drei  ersten  als  die  Grundgieichungen  hingestellt,  aus  denen 
sich  die  ganze  Theorie  der  anal.ytischen  Facultäten  ableiten  lasse.  Dies 
ist  aber  keineswegs  der  Fall ;  denn  die  genannten  Gleichungen  sind  zwar, 
wie  im  Folgenden  (§  1)  nachgewiesen  wird,  mit  einander  vereinbar, 
reichen  aber  zur  Bestimmung  der  Function  f{u.x,y)  gar  nicht 
a  u  s. 

Es  sei  nämlich  t\{njOc,y)  irgendeine  bestimmte,  den  in  Rede  stehen- 
(h'H  Gleichungen  genügende  Function,  so  werden  die  Gleichungen  (a),  (c) 
auch  befriedigt,  wenn  man,  unter  9  (it)  eine  willkürlich  anzunehmende 
Function  von  u  verstehend, 

/(".  a^,  y)  ^ — /i(",  ■''■?  u) 

^  X  '^ 

setzt.  Damit  nun  f{u,x,y)  auch  der  Gleichung  (b)  genüge,  braucht  die 
Function  (f(n)  nur  so  angenommen  werden,  dass 


<->i)-K-!) 


oder  für  jeden  Werth  von  n 

cp(?f  +  l)  =  cp(?f) 

ist;  man  kann  also  z.  B.  für  '^(ii)  eine  willkürliche  Function  von 
cos  (2?/ 7t)  und  sin  (2  n  7t)  nehmen. 

Es  giebt  hiernach  unendlich  viele  Functionen  f{u,x,y), 
welche  den  Gleichungen  (a),  (b),  (c)  genügen. 

Wenn  also  Grelle  aus  diesen  Gleichungen  allein  völlig  bestimmte 
Darstellungen  einer  denselben  genügenden  Function  f(v.  x,  y)  abgeleitet 
hat,  so  sind  dabei  noth wendig  Fehler  von  ihm  begangen  worden,  die  er 
nicht  wahrgenommen  hat.  Die  Quelle  dieser  Fehler  findet  sich  in  §  8 
der  Abhandlung  angegeben. 


*)  Theorie  der  analytischen  Facultäten,  1824. 
Memoire  sur  la  theorie  des  puissances,   des  fouctions  angulaires   et  des  facultes 
aualytii^ues,   1831.     (Uisprünglich  im  7.  Bande  des  Cr  eile 'scheu  Journals  erschienen.) 
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IS'.) 


Von  den  späteren  Bearbeitungen  der  Facultütciilclirc  fiilirt^  ich  nncli 
die  von  Ohm*)  und  Öttinger**)  herrührenden  an. 

Ohm  deiinirt  die  Facultät  n  '  ,  auf  reeHe  Werthe  dci-  (Grössen  ii.x,y 
sich  beschränkend ,  zunächst  für  (positive  und  negative)  ganzzahlige 
Wert  he  von  //.  und  gelangt  dann  zu  dem  Ausdrucke 


.y^ 


ir  '  =  Lim.     (nx) 


,y       n 


n\x        —\ 


n\x 
{a  -i-  yx)     J 


für 


)i  =  -l-oo,  wenn  x  positiv, 
n  =  —oo,  wenn  x  negativ  ist. 


Diese  Definition  von  n  stimmt  vollkommen  mit  der  Eessel'schen 
überein,  so  dass  etwas  AVeiteres  darüber  zu  bemerken  unnöthig  ist. 

Öt  tinger 's  Begründung  der  Facultäten-Theorie  muss  als  eine  ebenso 
verfehlte  wie  die  Kramp 'sehe  bezeichnet  werden.  Auch  Öttinger  hat 
es  für  überflüssig  gehalten,  genau  zu  definiren,  was  unter  einer  Facultät 
mit  einem  nicht  ganzzahligen  Exponenten  zu  verstehen  sei,  und  kein 
Bedenken  getragen,  derselben  alle  diejenigen  Eigenschaften  beizulegen, 
die  ihr  zukommen,  wenn  der  Exponent  eine  unbestimmte  positive  ganze 
Zalü  ist.  Das  Auffallendste  aber  ist  Folgendes.  Es  lässt  sich  eine  Reihe 
von  der  Form 

»"(l  +  (2/),-+(i/),T+(4T  +  ■■•). 
^11  -  u  **  n 

^0  {y)ii  {y).2Äy\^  •••  ganze  rationale  Functionen  von  y  sein  sollen,  wie 
schon  Kramp  ausgeführt  hat,  so  bestimmen,  dass  dieselbe  für  jeden 
positiven  ganzzahligen  Werth  von  y  gleich 


ist.  Öttinger  hat  nun  diese  Reihe  für  beliebige  W'erthe  von  //  als 
Ausdruck  der  Facultät  ?r^^  betrachtet  und  häufig  Anwendung  davon 
gemacht,  ohne  zu  ahnen,  dass  diese  Reihe,  wenn  //  keine  positive  ganze 
Zahl  ist.  niemals  convergirt  (§  7  der  Abhandlung),  also  jedes  mit  ihrer 
Hülfe  erhaltene  Ergebniss  nothwendig.  wenn  nicht  unrichtig,  doch  jeden- 
falls unsicher  ist. 


*)  Grelle "s  Journal,  B.  39. 
^*;  Ebend.  B.  33,  85,  38,  44. 
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Aus  den  vorstellenden  Bemerknngen  erhellt  zur  Genüge,  dass  die 
Theorie  der  anal3^tischen  Facultäten,  so  vielfach  dieselbe  auch  schon  be- 
handelt worden  ist,  noch  immer  an  wesentlichen  ]\Iängeln  leidet.  Diese 
darzulegen  und  zu  beseitigen ,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes.*) 


Ich  beginne  mit  der  allgemeinsten  Bestimmung  derjenigen  von  drei 
Veränderlichen  t(-,x,y  abhängigen  Function  f{'a,oc,y),  welche  den  von 
Grelle  aufgestellten  Gleichungen 

(1.)  f{n,  X,  ?/+/.•)  =  /■(«.,  X,  !j)  f((b-hyx,  x,  k) 

V 
(2.)  f{ku ,  kx ,  y)    =  k'  f(u ,x,y) 

(3.)  f(u,x,l)        =^u 

Genüge  leistet. 

Vertauscht  man  in  der  ersten  Gleichung  y  und  k  mit  einander,  so 
erhält  man 

f{ii,  x.y  -r  k)  =  f\u,  X,  k)  f{u  +  kx,  x^y)  , 
und  Avenn  man  hierin  u  —  kx  für  u  setzt, 


j.,  .  _f{u  —  kx,x,y-\-k) 


76 

woraus  ferner,   indem  man  u  —  kx  =  tvx,  also  k  =  - — iv  setzt, 

X 


ffivx,  Xj—'i-y—iv) 
f(n,x,  y) 


f(ivx,  x,——tv) 


*)  Der  Leser  wolle  bemerken,  dass  die  vorliegende  Abhandlung'  bereits  im  Jahre 
1854,  und  zwar  auf  den  ausdrückliehen  Wunsch  Grelle 's  i  den  ich  meine  Bedenken 
gegen  seine  Theorie  der  Facultäten  raitgetheilt  hatte,  geschrieben  ist,  nachdem  ich  einen 
Theil  ihres  Inhalts  schon  im  Jahre  1843  (als  Beilage  zum  Jahresbericht  des  Progym- 
nasiums zu  Deutsch-Crone)  veröffentlicht  hatte.  Obwohl  die  Theorie  der  analytischen 
Facultäten  in  meinen  Augen  durchaus  nicht  die  Wichtigkeit  hat,  die  ihr  in  früherer 
Zeit  viele  Mathematiker  beimassen,  so  habe  ich  doch  die  Abhandlung  jetzt  wieder  ab- 
drucken lassen,  weil  sie  manches  enthält,  das  auch  gegenwärtig  noch,  wie  ich  glaube, 
angehenden  Mathematikern  von  Nutzen  sein  kann.  Wesentliche  Veränderungen  habe  ich 
nicht  vorgenommen;  nur  die  Einleitung  ist  neu  bearbeitet  worden,  weil  es  mir  zweckmässig 
erschien,  auf  den  Inhalt  der  kritisirten,  heutzutage  nicht  Jedermann  mehr  zugänglichen 
Schriften  etwas  ausfülnlicher  als  ich  es  früher  für  nöthig  gehalten,  einzugehen. 


ri)cr  ilii'  'I'lKMPi-ii'  (ItT  analyti.si'lii'ii    l''ii(iilfiitcii.  I-'I 

imil  sodaiiii.  mit    Aiiwciidniiii'  dci-  zwcilcii  ( Ilriclniir^-. 


,,   /■("•'l»^H-2/-"'). 
(4.)  f{a,x,iD^x'' 


K^^A,  —  -'^v) 


folgt. 

Legt  man  jetzt  der  willküilicheu  (»rosse  w  irgend  einen  bcstinmiten 
AVerth  bei,  und  setzt 

(5.)  f{w,\,n-ii)=F{H), 

so  erhält  man: 


(6.)  f{n,x,y)  =x-^ . 


KO 


Umgekehrt  erhellet,  dass  jede  Function  f(x,u,]j),  die,  bei  ganz 
willkürlicher  Annahme  von  F(t(),  durch  diese  Formel  bestinnnt  wird, 
den  beiden  ersten  der  obigen  Gleichungen  Genüge  thnt.  Denn  es  ergiebt 
sich  aus  (6): 


f{u. ,  X ,  //  +  k)  =  x-'      . 


sowie  ferner 


y        ^X        -^^        k        ^       X / 

f{a,x,  !j)fXit  '  !/oc,x,  k) , 


I\l;,i.kx,!j)  =  {kxf. ■=  k" l'[ii..r.  1/) 
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Damit  nun  auch  die  dritte  Gleichung  befriedigt  werde,  ist  nöthig,  dass 

/"(?(,  x,l)  =  X  . =  H     oder 


X         ^        X         ^x 


sei;  woraus,  wenn  man  ux  statt  u  setzt,  die  Relation 

(7.)  F{u  ^  1)  =  u  F{h) 

folgt.  Man  sieht  sofort,  dass  eine  Function,  welche  dieser  Gleichung  ge- 
nügt, die  Legendre'sche  T{u)  ist*),  und  dass  man,  um  den  allgemeinsten 
Ausdruck  von  F(u)  zu  haben, 

F(u)  =  ^(u)T{u) 

setzen  muss;  wo  unter  <^{u)  eine  periodische  Function  zu  verstehen 
ist,  welche  unverändert  bleibt,  wenn  it  in  ?t -f  1  übergeht.  Ohne  aber 
hinsichtlich  der  Theorie  der  T- Function  irgend  etwas  vorauszusetzen, 
kann  man  folgendermassen  fortfahren. 

Aus  (7)  folgt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 

F{u-hn)  =  H(n^l)(iH-2) {u-hn-l)F{a) , 

und  hieraus ,  wenn  n  —  1  statt  n ,  und  1  statt  u  gesetzt  wird : 

F(n)  =  1.2 (n-l)  F(l) ,  also 


^-Ki-^l^oa-^i-0 (1-^)- 


F{u)        ^         1  ^V  V^   '    2  ^V \^   '   n-U    F{u  -!-  n) 

Nun  ergiebt  sich  aber  aus  den  Sätzen  über  die  Ccnvergenz  der  un- 
endlichen Producte,  die  ich  im  Folgenden  zusammenstellen  werde,  dass 
sich  eine  Function  <])('n)  der  positiven  veränderlichen  Zahl  n,  falls  n 
ohne  Ende  wächst,  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähert,  wenn  der 


*)  T{u)  ist  gleichhedeutend  mit  der  Gauss'ischen  Function  !!(«  — 1). 


über  (Ue  Tlicidiic  der  aiiiilytischen  Faenltät<-ii.  l')3 

AVertli  von   n'(  ,  .      \. —  l)  für  n    -  • -o  nicht   unendlich   jn-oss    wiid. 
Setzt  man  nun 


SO  ist 


^(**)     - 1  _|_     " 


(|j(7i  — 1)  n-  1   ' 


und  man  sieht,  dass  zwar  nicht  '|00'  '^vold  aber  ?i~"^|^(7«)  fiir  «  =  cxd 
einen  bestimmten  endlichen  AVerth  anninnnt,  Aveil  für  hinlänglich  grosse 
Werthe  von  n 

n~" 'l){n)  /        "\/,        1  \"     /i       "\/i       "        n{ii  —  \) 


V      '    -ii/  \  11')/         \      '    -»./  \ 


+ 


{n-\)-^^{n-\)       ^     '    n^^        n^     ^        w^  ^        n         l.2.»i=2 


=i-'^öi±i)  + 

1.2.W 

ist ,  für  7i  =  oo  also 

-Ji    ( 1  I  =  —  IT  ^H^*  +  1)  • 

V(n-i)-«4(n-i)      /         2    ^        ^ 
Da  nun  ferner 

"-"-(i)  (I)  -  (~) 

ist,  so  hat  man: 

.-.  m = u .  (-|)"(i  ^'l).  (|)"(i  +  f ) . ..  (^)"(i  -  ^) , 

und  es  hat  das  unendliche  Product 

a  =  -i-oo 
U 


einen  endlichen,  bestimmten  W^erth,  Avelchen  (reellen  odei-  imaginären) 
AVerth  auch  u  haben  möge.  Ich  möchte  für  dasselbe  die  Benennung 
„Facto rielle  von  ir'  und  die  Bezeichnung  Fe  (u)  vorschlagen,  indem 
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die  Anwenduno:  dieser  Function  in  der  Theorie  der  Facultäten  dem  Ge- 
brauch der  F- Function  deshalb  vorzuziehen  sein  dürfte,  weil  sie  für 
keinen  Werth  von  u  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet  und 
überhaupt,  gleich  den  einfachsten  transcendenten  Functionen  e'^,  sinn, 
cos  11  u.  s.  w.  im  Wesentlichen  den  Charakter  einer  rationalen  ganzen 
Function  besitzt,  so  dass  sie  z.  B.  auch  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  u  in  eine  beständig  convergirende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 
Nun  ist 


«-'"  +  "(H  +  l)(H-"  +  ^)(l  +  "J'). 

^        n  —  1^ 

1     u  +  n 

n-u(i  +  ^)(,  +  ^)...(l-. 

\) 

u        n 

mithin,  wenn  man  n=+oo  setzt: 

Fe  (u  -fl)  _  1 

Fe  (u)     ~  ü  ' 
oder 

(8.)  Fc(u)^u.Fc(u-]  1). 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  obigen  (7),  so  erhält  man 

Fe  (u)  .  F(ii)  =  Fe  (m+ 1) .  F{u^l) ; 

d.  h.  es  ist  Fe  («) .  F(u)  eine  Function  von  u ,  die  sich  nicht  ändert, 
wenn  u  -r  1  statt  u  gesetzt  wird.  Bezeichnet  man  daher  eine  solche 
Function  durch  ^>(u),  so  ergiebt  sich 

^^'^      Fein)' 

und  es  wird  daher  der  allgemeinste  Ausdruck  einer  Function 
f{u,x,y),  welche  die  Gleichungen  (1),(2),(3)  befriedigen  soll, 
durch  die  Formel 

(9.)  f(u,x,y)  =  x'' 


Übur  die  Tliciiiic  i]<v  ;inal.y tischen   Kacultiilcn.  1 '.»."> 

gegeben,  wo 


a=-4-oo 


(10.)       «•(")- ".n  i(.',)(i+':)| 

ist,  und  cp(?()  eine  beliebige  Function  von  u  bedeutet,  für  welche 
die  Relation 

(11.)  cp(H  +  l)==cpOO 

gilt.     AVenn  y  eine  ganze  Zahl  ist,   so  fällt  'f  aus  dem   Aus- 
drucke von  f{u,  X,  y)  weg. 


2. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  es  zur  vollständigen  Definition  von 
/"(?/,  a",  y)  noth wendig,  den  obigen  drei  Grundgleichungen  noch  eine  neue 
Bedingung  hinzuzufügen,  durch  "welche  die  Function  tfOt)  bestimmt 
wird.  Ehe  ich  aber  dieselbe  aufsuche,  muss  ich  auf  eine ,  allen  Functionen, 
welche  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  genügen,  gemeinsame  Eigenthümlichkeit 
aufmerksam  machen,  aus  deren  Nichtbeachtung  in  mehreren  der 
bisherigen  Darstellungen  der  Facultätenlehre  erhebliche  Irr- 
thümer  hervorgegangen  sind. 

Man  hat  ziu^  Bestimmung  von  /"(«,  cc,  y)  unter  anderen  folgenden  Weg 
eingeschlagen.    Es  ist  (gemäss  (1) ,  (2)) 

f{u,  X,  y  +  1)  =  fiii,  X,  y)  f(u-\-yx,x,  1)  =  (u  +  yx) .  f(u.x,  y) 
f{u,x,y-^l)=f{u,x,l)f{ti^x,x,y)    =u  .f(u+x,x,  y) 

und  daher 

(12.)  f{u,  X,  y)  =  -— -—  •  f(u  +  x,  X,  y) ; 

woraus  man,  indem  man  u~^rx,ii  +  2x,u  +  ?>x,  u.  s.  w.  statt  n  setzt,  weiter 

(13.)  fUl,X,y)=- ,,     ^    r^ T^ -: rr^  •  f(u  4-  IIX.  j\  >/) 

^       "^-^      (u-i-yx)iu-ryx+x)  ...{u^-yx+{n  —  l)x) 

folgert,  wo  11  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.    Setzt  man  ferner  in 
dieser  Formel  ii—nx  statt  u,  so  erhält  man 

N     (it-+yx  —  x)(u  +  yx  —  2x)...(i('  +  yx  —  'nx)     ,..  . 

14.)  f(u,x.y)=  ^ ^ — ^\,  •^    ^  N        / ^N /("  -  >^^' ^- '/) • 
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Nun  ist  aber 

(15.)      fc(»)  =  Lim.|«       --i ",.,...(«_!) ^j. 

also,  wenn  unter  lu  eine  beliebig  anzunehmende  Grosse  verstanden  wird, 


}rc  (  -  )  u      IV  \         /  /  1 

^x''       T-  .           ~^^~    u (u  ■+  x)  (n  -+- 2x) . . . (u  ^  (n  —  l)x) 
(16-)     =  Lmi.  in    -^     ^  ■  —7- ^7- ;r"^ ) 7 t^-v    > 

woraus,  wenn  man  «•  — a:  statt  «,  v  —  x  statt  tr,  —  x  statt  x  setzt, 

(17.) =  Lmi.  in    ^     ^  ■  7 ^7 —{ ) f 

p  /       Hx       «=00  (  < "  —  x)  (?t  —  2a:;) . .  .  {11  —  nx)  ) 


folgt.     Hiernach  geben  die  Gleichungen  (13),  (14),  (16),  (17),   wenn  man 
w  =  u-\-yx  setzt, 

Fe  Q 
(18.)     f{u ,x,y)  = :r^—  •  Lim-  I  n   '' •  A"'  ^  ^' ■^' •  ^' -  v)  \ 

und 

(19.)      f(u,x,y)  = •  Lim.    n    ^  •  f{n  — nx,x,y)\ . 

Bis  hierher  sind  nur  die  Gleichungen  (1),(3)  angewandt.    Mit  Hülfe 
der  zweiten  ergiebt  sich  ferner,  da 

f{n  +  nx,  x,y)  =  (ii  ~-  nx)    •  /"(l ,  — ; ,  y)  ' 

f{u ~nx,x,y)  =  (u  -  nx) ■' .  f(l ,  ^^— ^— ,  y) , 
und 

Lim.  I  n    ^(it  ~-  oix)'  \  ==-  x'^ .  Lim.  ('l  -i ^  =  x  , 

«=00  (  )  «=00^        nx^ 

Lim.  ( 7z~^(?t  —  7ifl:-)    !  =  (—  x)'  .  Lim.  Tl -\  =  (—  a:)-'' 
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ist: 

FcC-) 

{'20.)        nn,'j:,y)=^x •  Lim.  /  (i        ,  ^^     , //) , 

Fc(-  +  ,j)    "=°°  u  +  nx      ^ 

und 

Fc(l---y) 

(21.)  /■0^.r..v)-(-aj)-^ Lim./(l,        ■'■        ,y). 

p.  f,_''±'\        »i=oo  ^     it  -  nx    '^^ 

^  X'^ 

Setzt  man  ir-  — 0,  so  können  die  Gleichungen  (1),(2),(3),  die  dann  in 
/•(H,0,2/  +  /0  =  /-(n.,0,./)/-(H,0\,/.:) 

fiu,0,l)  =  u 
übergehen,  nicht  anders  befriedigt  werden,  als  wenn  mau 

annimmt.  Könnte  man  hieraus  folgern,  dass  f{u,x^y),  wenn  x  seinem 
"numerischen  Werthe  nach  beständig  abnimmt,  sich  unbedingt  der  Grenze  u^ 
nähern  müsse,  so  würde  die  Gleichung  (20) 

(22.)  f(u,x,ij)  =  x. 


^^G+y) 


geben;  was  mit  dem  vorhin  Bewiesenen,  dass  f{u,x,y)  durch  die 
Gleichungen  (1),  (2),  (3)  allein  nicht  bestimmt  sei,  im  Widerspruch  steht. 
Aber  noch  mehr.  Die  Gleichung  (21)  würde,  unter  derselben  Voraussetzung, 

(23.)  f{u,x,y)  =  {-xf ^— 

geben,  und  es  müsste 


Fc(i-'±-y)                 Fc(^) 
ij       ^       X      ^^       y          ^x^ 
(—  x) =  X 

^  X^  ^X  "^ 
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Fc(l^^).Fca 


sein;  was  ein  offenbar  falsches  Resultat  ist,    wie  schon    daraus   erhellt, 

dass  für  u  =  x  der  Ausdruck  links  die  Form  —  annimmt,  sobald  y  eine 
ganze  Zahl  ist. 

Da  die  Gleichungen  (20),  (21)  strenge  Folgerungen  aus  den  Gleichungen 
(1),(2),(3)  sindj  und  dieselben  wirklich  befriedigt  werden,  wenn  man  für 
f(u,  X,  y)  irgend  eine  der  durch  die  Formel  (9)  gegebenen  Functionen 
annimmt:  so  kann  der  hervorgetretene  Widerspruch  nui^  in  der  Voraus- 
setzung seinen  Grund  haben,  dass  sich  f{l,x,y),  wenn  der  numerische 
Werth  von  x  unendlich  klein  wird,  unbedingt  der  Grenze  1  nähere.  Diese 
Annahme  ist  also  unstatthaft. 

Dies  lässt  sich  aber  auch  direct  folgendermassen  nachweisen. 

Setzt  man,  unter  w  eine  positive  reelle  Grösse  verstehend,  in  der 
Formel  (9)  icx  statt  n .  und  wendet  die  Relation  (2)  an,  so  erhält  man: 

Setzt  man  aber  -  x  statt  x  und  darauf  ivx  statt  u,  so  ergiebt  sich: 

^  ^^      ^  tv^  .Fc{-iv+y)        ^{-iv) 

In  Folge  der  Formel  (10)  ist  aber 

a=-i-oo  2  •    /      \ 

Fe  {u) .  Fe  (—  ?«)  =  —  M  .  i(  J^  I    [1 -j)  =  —  it  — ^ — -  j 

a=l  ^ 

oder,  weil  Fe  (u)  =  u.  Fe  {u  +  1)  ist: 

/o-  \  17  /       X  sin(M7t) 

(2o.)  Fe  (— «)  —  V     /     . 


TzFc  (1  -i-  u) ' 
daher  ist 

(26.)  //l,       ^.  ?/")-(     i^y  ,Fc{l+iv-y)  ^     smjwTz)     /jj-w  +  ij) 
^'"  ^  iv^Fc{l-^u')     smiiv-y)Ti       cp(-w) 
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oder,  wenn  man 

(-1)       ^^—L^^n) 
setzt,  wo  dann  '^{ii),  eben  wie  ^(n),  die  Eigenschaft  hat,  dass 

ist: 

Nun  hat  man  ferner: 

(28.)        Fe  (h)  =  ^(0/.+ 1)(«  +  2) . . .  (n  +  7^  -  1) .  jPc  (?t  +  n) , 
Fe  (1)  =  1. 2. 3  . . .  (;i  -  1)  .  Fe  (n) , 

wenn  7i  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.   Nach  (10)  ist  Fe  (1)  -=  1 ,  also 

Fe  (n)        -n.  /  X        -u    u(u~hi) . . .  (u-j-n  —  l) 
Jfe  («)  =  71      -  —  • 


ni^c(H  +  n)         ^  ^  1.2...  (7?  -1) 

woraus,  mit  Berücksichtigung  von  (15) 


(29.)  Lim.  i  ^,^^^--  i  =  1 


n  "  Fe  {n  -f  u) 


■)t  =oo 

folgt. 

Es  sei  nun  n  die  grösste  in  ic  enthaltene  ganze  Zahl,  und  ic  =  7i-\-tv', 
so  hat  man: 


Fc(u^  /  Fe  (71)    Fe  jn) 


_  / Fe  (n) Fe  {n)        V  /  '-'   tJ}\ 

~\n''^'''Fc(7i-^tv'-^ii)'7i'"'Fe(iv'-^7iy    V     n     7 


mithin  nach  (29) 

(30.)  Lim.  \     /'•  ^"'^         1  =  1  ■ 
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Eben  so  ist,  weil 

Fe  (1  +  w  -  u)  ^  /      Fe  (1 H-  tc) \    /l  +  ?r\"  .  , 

(31.)  Lim.     -^^— '-    =  1 , 

?fc-=+oo  (  ?t'   Fe  (1  -r  tr)  ^ 

folglich,  gemäss  (24),  (30)  imd  (27),  (31): 

Lim.    /^(  1. --.//)  =  1    Lim.     j"^^   ,   /^   , 

Lim.    /( 1 . .  J' )  =  1    Luii.       ,7         N   , 

if=+co  V        vr  -"^  ii-=+oo  ? («■  —  y)\ 


(32.) 


Es  sind  aber  --->   n      i^nd    ,  /        n  beides  periodische  Functionen 

von  n-,  und  können  als  solche,  wenn  n-  ohne  Ende  zunimmt,  keiner  be- 
stimmten Grenze  sich  nähern,  wenn  sie  sich  nicht  etwa  auf  Constanten 
reducii^en.  Soll  dies  fii.r  jeden  Werth  von  //  geschehen,  so  müssen  cp(//) 
und  'h{ii)  selber  von  v  nniibliängig  sein.     7~)as  ist  aber,  weil 

(p(— «) 

ist ,  füi'  beide  gleichzeitig  nicht  möglich.   Mithin  können  sich  die  Functionen 

f(l,-rx,y)  und  f(l,  —  x,jj), 

wenn  x  unendlich  klein  wird,  in  keinem  Falle  beide  einer  bestimmten 
Grenze  nähern. 


Aus  dem  Vorhergehenden  ist  zugleich  zu  ersehen,  dass  man  eine 
Bestimmung  der  Function,  wie  sie  ziu'  vollständigen  Definition  von  f{u,  x,  y) 
noch  nöthigist,  erhält,  wenn  man  festsetzt,  es  solle  sich  f(l,x,y),  ent- 
weder für  einen  positiven,  oder  für  einen  negativen  Werth  von  x, 
wenn  derselbe  ohne  Ende  abnimmt,  der  Grenze  1^  nähern.  Eine 
dieser  üinnahmen  ist  noth wendig,  wenn  die  Analogie  der  Facultäten 
mit  den  Potenzen  so  viel  als  möglich  behauptet  werden  soll. 
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Bei  der  ersten  Aiinalime  muss  sich  ^(u)  auf  eine  Constante  redu- 
ciren;  und  Avenn  man  die  Function,  in  welche  alsdann /'('^,  .r,  v/)  ühergeht, 
mit  Grelle  durch  {ii,~\-xf  bezeichnet,  so  hat  man: 

(33.)  {u,+x)=x^ ■' 


F'Ch^) 


Hiernach   bedeutet  {u,-\-xf  eine  Function  von  ii,x,i/,  welche  den 
Gleichungen 

y-*-k  y  y  k 

{u,-i-xy       =  {h ,  +  x)  {u ^  px,+  x) 

(34.)  (k  u ,  +  l-x) ''=  ]/(u ,  -f  xf 

{u  ,-T-  x)  =u 

genügt,  und  zugleich  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  (1,  -rx)-^  der  Grenze  1^ 
nähert,  wenn  x,  stets  positiv  bleibend,  ohne  Ende  abnimmt. 

Bei  der  zweiten  Annahme  muss  ^(u)  =  (—  1)"  ——"-1  eine  Constante 

sein.     Dann  hat  man: 


^■(-")     r(-':-y)         F^(}-^-u) 


t Ui ,-  X,  >/)  -=  (—  x) — -  =  a;-^ 

Diesen  besondern  Ausdnick  für  f(u,—x,y)  will  ich  diu'ch 

u ,  -  xf 

bezeichnen;  wobei  wohl  zu  beachten  ist,  dass  mau  in  den  Ausdrücken 
{u,  +  xf ,  (u,  —  x^^  die  Zeichen  (— )  und  (— )  vor  x  nicht  als  zu  ./•  ge- 
hörige Vorzeichen  betrachten  darf,  so  dass  also  (?<,  —  xf  keineswegs  die 
Function  bedeutet,  in  welche  (n.,  ^  a)-^  übergeht,  wenn  x  in  —x  verwandelt 
A^ird,  welche  vielmehr  durch 

zu  bezeichnen  wäre.  Es  soll  vielmehr,  ganz  in  dem  Sinne  des  ürhebei-s 
dieser  Bezeichnungsweise,  durch  das  (  f)  oder  das  (— )  vor  dem  x,  nur 
angedeutet  werden,  dass  x  mit  h  in  eine  gewisse  Verbindung  trete,   die 
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in  dem  einfachsten  Falle,  wo  y  eine  ganze  positive  Zahl  und 


und 


y 
{u,-T  x)  -=  u{u  +  x){u  +  2x) ...  {u  -r  (y  —  l)x) 


y 

{li .  —  x)   =  u{\i  —  x) (u  —  2x)  ...  {u  —  {y  ~  l}x) 


ist,  in  der  That  bei  dem  ersten  Ausdrucke  durch  Addition,  so  wie  bei 
dem  andern  durch  Subtraction  vermittelt  wird. 
Es  ist  also 

u 

(35.)  {u-x)^^xy 


ic(l-f^-,) 


und  es  gelten  für  (u,  —  x)^  die  Grundgleichungen 

{((,—  x)        ^{a,—  x)  {u  —  yx,—  X)   , 

(36.)  (kn ,  -  kxf=  A-^ («t ,  -  xf , 

1 

(«,—  x)  =w, 

zu  denen  noch  die  Bestimmung  tritt,  dass  sich  (1,  — a)'^  der  Grenze  1-^ 
nähert,  wenn  x,  stets  positiv  bleibend,  ohne  Ende  abnimmt. 

Hierdurch  sind  nun  zwei  Arten  von  Facultäten  auf  völlig  bestimmte 
Weise  definirt ,  indem  für  beide  analytische  Ausdrücke  gefunden  sind ,  die 
für  alle  Werthe  von  u,x,y  ihre  Gültigkeit  behalten.  Es  scheint  zweck- 
mässig, beide  Formen 

y  y 

(?(,  +  x')     und  {n,  —  x)' 

beizubehalten,  indem  man,  wenn  die  Dififerenz  x  positiv  ist,  vorzugsweise 
die  erstere,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  lieber  die  andere  anwendet. 
Sie  hängen  übrigens,  wie  aus  (33),  (35)  ersichtlich,  sehr  einfach  zusammen, 
indem 

(37.)  («,-  x/=  (u  -iy-  l)x,^ xf 

und 

(38.)  {u,-h  x)  =  («  -  (?/  -  1)  rr,  -  x) 
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ist.     Man  bat  ferner 


(-  X) 


y  ^Hi-^^-y)        sin(^)^ 


also 


^i"0^ 


(39.)  (m,+  (-  :r)/=  (-  if ^ {u-  xf ; 

sin(  7-y/)7ü. 


woraus  man  sieht,   dass  (w,-r(— o;))'    nur  dann  mit  (h,— a)'    gleichbe- 
deutend ist    wenn  y  eine  ganze  Zahl  ist. 

Anm.  Wenn  man  die  in  der  Einleitung  angegebene,  von  Bessel 
und  Ohm  aufgestellte  Formel  für  die  von  ihnen  durch  ir' "'  bezeichnete 
Function  entwickelt,  so  ei-hält  man 

u       =  (H,-r  X)    , 

y\-x      ,  .y 

u         =  {u,  —  X)   , 

wenn  in  beiden  Fällen  x  positiv  ist.    Hiernach  kann,  wie  schon  be- 

merkt,  «       nicht  für  alle  Werthe  von  x  durch  einen  einzigen  analytischen 

Ausdruck  dargestellt  werden  —  abgesehen  davon,  dass  die  Definition  von  a 
nur  für  reelle  Werthe  von  x  gegeben  ist.    Ferner  ist  es  zwar  dadiu'ch, 
dass  für  positive  und  negative  Werthe  von  x  verschiedene  Definitionen 
gegeben  werden,  erreicht,  dass  für  positive  Wcrtlie  von  n  allerdings  die 
Gleichung 

-r .       y-f      y 
Lim.  Ji      =  u 
x=o 

besteht,  sowohl  wenn  a:  positiv,  als  wenn  a-  negativ  ist ;  es  gilt  aber  diese 
Gleichung  nicht  mehr  für  negative  AVerthe  von  u ,  also  auch  nicht  allgemein. 
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4. 

Die  bisherigen  Erörterungen  haben  nun  zwar  zu  einer  unzweideutigen 
Definition  von 

{u ,  --.-  j)  -^  und   (y  t  ,—xf 

geführt;  es  sind  dazu  aber  vier  Bestimmungen  für  jede  dieser  Functionen 
nöthig  gewesen.  Dies  ist,  wie  schon  aus  den  im  Vorhergehenden  ausge- 
führten Entwickelungen  ohne  Mühe  nachgewiesen  werden  konnte,  mehr, 
als  nöthig. 

Ich  werde  daher  jetzt  zeigen,  wie  man,  ausgehend  von  einer  ganz 
allgemeinen  Definition  von 

(« ,  -f  xf^  und  (?r,  —  x)^ 

die  für  jede  dieser  Functionen  nur  zwei  Bestimmungen  giebt,  auf  völlig 
systematischem  Wege  zu  den  Darstellungen  derselben  diuxh  die  Formeln 
(33),  (35)  gelangt;  wodurch  zugleich  die  Grundgleichungen  (34),  (36)  ge- 
geben werden. 

So  wie  sich  aus  dem  Begrifi'e  eines  Products  von  gleichen  Factoren 
der  allgemeine  Begriff  der  Potenz  entwickelt  hat,  so  bildet  für  die 
Facultätenlehre  die  Betrachtung  eines  Products  äquidifferenter  Fac- 
toren den  Ausgangspunkt.  Nachdem  nun,  wenn  ij  eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet,  das  Product 

i<(lt  -r  X)  {a  +  2x)  .  .  .  (tl'   r  (jj  —  l)x) 

durch  (7i,-f  Ä')^  bezeichnet  worden  ist,  findet  man,  auch  ohne  dass  die 
Eigenschaften  eines  solchen  Products  weiter  untersucht  w^erden,  indem 

.  JJ     u  +  yx    ,    .      JJ 

{u  -h  ,1".  ■  .'■)  = •  {n,  +  X) 

ist,  die  Differenzen- Gleichung 

y 

(40.)  ^   '         '     -  ^ 


(n,-t-  x)^  u 

wenn  sich  das  Zeichen  A  auf  u  bezieht,  und  Ati=x  angenommen  wird. 
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Gleich  wie  nun  die  Betracbtung  der  Differential-G  Iciclninf^ 

df(u)       1/  du 

y 

ZU  der  Potenz  u  mit  willkürlichem  Exponenten  führt ,  so  kann  man  sich 
die  Bestimmung  einer  Function  von  71  zur  Aufgabe  stellen,  welche  der 
Differenzen- Gleichung 

bei  einem  beliebigen  Werthe  von  //  genügen  soll. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt ,  wenn  ^ii  =  x  gesetzt  wird : 

f{u-^x)-f{ii)  =  ^f{n), 

tv 

f{u  -i-x)  =  ^IJ-Jl^  f(u)  , 
u 

f(u)  =        ^^        f(H   r  or)  ; 

woraus,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  weiter 

f{u)  = ^ — ^ — r  •  f(tt'  -+-nx), 

{ti  +  yx)  {u  +  yx  +  x) . .  A  "      (//  +  n  —  1) x) 

oder 

(42.)  f(u)  =  —-^-^^^^^--7,  'f(u  -r  nx) 

{u  +  yx,-\-  x) 

folgt.  Wenn  y  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  man.  wie  gezeigt,  f{n)=(n,+x)^ 
setzen.    Dann  hat  man: 

0.  +  «^,  -  x)^  =  (»  +  nx)^  f  1  + -^) (1  +  ^^-) . . .  (1  +  !f^^) , 
'        ^        ^  ^     \        u-T-nxJ\        u-r-nxj       \        u^nx/ 


also 


{u-^  nx^  +  x)^ 

Lim. y —  =  1 

n=oo       {u-T-no:) 
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Dieser  Umstand  fülirt  darauf,  in  der  Gleichung  (42)  7i  =  cxd  zu  setzen 
und  sie  so  zu  schreiben: 

(43.)      f{u)  =  Lnn.    {n  -+-  noc) ~    •  Lim. '- -^ . 

«  =  cx)f  {u  +  yx,  +  x)    )   n  =  oo{n-\-nxy 

Es  ist  daher  vor  allen  Dingen  nöthig,  genauer  zu  untersuchen,  was  aus 
dem  Ausdi'ucke 

y       (?*,  +  a;)** 

{u  +  nxY  ' -^ 

(mH-  yx,  +  x) 

wird,  wenn  die  positive  ganze  Zahl  n  ohne  Ende  wächst. 

Zu  dem  Ende  schalte  ich  hier  zunächst  einige  allgemeine  Sätze  über 
die  Convergenz  der  unendlichen  Producte  ein.  Dieselben  sind  zwar, 
so  wie  die  damit  verbundenen  Sätze  über  die  Convergenz  einer  bestimmten 
Gattung  von  unendlichen  Reihen ,  zum  grossen  Theile  bekannt.  Ich  glaube 
aber,  wenn  ich  gleichwohl  ausführlicher  darauf  eingehe,  nicht  nur  wegen 
der  ganz  elementaren  Herleitung  derselben,  die  einiges  Eigenthümliche 
haben  dürfte,  sondern  vorzüglich  deswegen  auf  Entschuldigung  rechnen 
zu  dürfen,  weil  ich  überall  bei  den  vorkommenden  Grössen  die  Untersuchung 
nicht  auf  reelle  Werthe  derselben  einschränken,  sondern  auch  auf  complexe 
(imaginäre)  Werthe  ausdehnen  Averde. 


Einige  Sätze  über  die  Convergenz  und  Divergenz 
unendlicher  Producte. 

(I.)    Wenn  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

^'o'  ^^1'  ^^"  •  •  •  ^ 

sämmtlich  reell,  positiv  und  kleiner  als  Eins  sind,  und  zugleich 
diese  Reihe  eine  endliche  Summe  hat,  so  convergiren  die  Producte 

P,,=  (1  -  u,)  (1  -  n^)  (1  -  iQ  ...  (1  -  u^) 

%  =  (1  +  ^'o^  (1  +  ^'i)  (1  +  ^O  .  . .  (1  ^-  Un) » 

wenn  n  ohne  Ende  wächst,  beide  gegen  eine  bestimmte,  positive 
Grenze;  und  zwar  das  erste  beständig  abnehmend,  das  andere 
beständig  zunehmend. 
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Es  ist  klar,  dass  P!,^,  Q,,  bestäiKÜg-  positiv  sind,  und  dass  di(^  erste 
Gr()sse  beständig  abnimmt,  die  andere  aber  zunimmt,  wenn  n  beständij]; 
Avächst.  Es  ist  daher  zum  Beweise  des  aufgestellten  Satzes  nur  nüthig, 
zu  zeigen,  dass  P,^  stets  grösser,  und  (p„  stets  kleiner  bleibt,  als  eine 
gewisse  positive  Grösse. 

Es  ist,   wenn  a,h,c,(l...  reelle  und  positive  Clrüsseu  sind, 

(1  +  a)(l  +  h)  =  l-ha  +  b  +  ab >  l  +  a-{-b 
(1  -f-  a)  1  -!-  b)  (1  +  c)  >  (1  +  a  +  b)  (1  +  c)>  1  +  a  +  b  +  c 
(1  -I-  a)  (1  +  b)  {l  +  c)a  +  d)>  (l  +  a^b  +  c)  (1  ^-  d)>  l-'r  a-hb-'r  c -\  d 

u.  s.  AV.    Dieselben  Ungleichlieiten  bestehen  auch,  wenn  a,b,c,d ...  sämmt- 
lich  negative  Grossen ,  ihrem  absoluten  Betrage  nach  aber  kleiner  als  1  sind. 
Ferner  kann  man,  wenn  E  irgend  einen  echten  positiven  Bruch  be- 
deutet, m  so  gross  annehmen,  dass  die  Summe 


für  jeden  Werth  von  r  kleiner  als  E  ist.  Dies  vorausgesetzt,  werde 
n  =  in  -h  r  gesetzt ,  wo  auch  m ,  r  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  sollen ; 
so  ist 

^  m 


1  -  ^',»^1  -  ^^„.^o ?^„,_,.  >l-E, 


,  j»+i         ni+'i 


also 


P^  >  P„j  {\  —  E),  wenn  n  >  m  ; 


was  gezeigt  werden  sollte. 
Ferner  ist 


und  da  nun ,  \\enn  ??  i?-  j>? ,  ii7  auch  grösser  als 
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ist,  SO  hat  man: 


1   -  A         '''   ^ 

..(1- 

^Sn     - 

Qn^    ^         1+V' 

1  +  Wm- 

Q 


m 


(II.)    AV^enii  dagegen  die  Reihe 

H(j,  l/'j,  t«^,,    .  .  . 

keine  endliche  Snmme  hat,  so  wird,  wenn  n  ohne  Ende  zu- 
nimmt, indem  P,,,   beständig  positiv  bleibend  und  abnehmend, 
sich  der  Grenze  Null  nähert,  während  Q^^  über  jede  Grenze 
hinaus  wächst. 
Es  ist  nämlich 


Q^^-^  \-\-u^^  u^  ~-  •  •  •  +  u 


ni 


und  die  Summe  u^  -i-  u^      ■  ■  ■      m,j  wächst  mit  n  über  jede  Grenze  hinaus. 
Ferner  ist 

und  die  Reihe  — ^ — ?  — ^' — ?  u.  s.  w.  hat  ebenfalls  keine  endliche  Summe. 
1  — 11,^     1  —  ?tj 

Es  nimmt  mithin  ^^  gleichzeitig  mit  7^,  ohne  Ende  zu;  und  zwar  über 

jede  Grenze  hinaus;   woraus  folgt,  dass  P,^,  beständig  abnehmend,  sich 
der  Grenze  Null  nähern  muss. 
Zusatz.     Setzt  man 

p«-(}-\)(}-k)---(}-\> 

so  ist 

P      .  l.2...(n-l)_  1 
*''  2.3...7^  7i' 
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also  P^^  --^-^  0.  für  n  •=  oo.    Daraus  geht  licivoi-.  dass  dir  uinnullicJiH  Reihe 

111  i 

WT"'n"" 

keine  endliche  Summe  hahen  kann     W'iid  dagegen 

^.=o-^)o~,^)---(i-,;o 

gesetzt,  so  ist 

p^l^   2^       in-  1)0?.  i  1) 
»     2 . 2  "  .'3 . 3  ■ ' "         //  .  /^ 

'  1  •  2  . .  •  (^^  —  1)      8.4...  (7?.   T  1  j  _  »    :    ' 

~        2.3  ...  71        *        2.8  ...  ?l        ~    2n    ' 

also   P„  =  ^  für  ?i  =  oo.    Mithin  wird  die  unendliche  Reihe 

AI         1 
4    9  n 

eine  endliche  Summe  haben. 

(III.)    Wenn  die  Glieder  der  Reihe 


Hq,  11^,  u^ 


sämmtlich  reell  sind,  und  von  einem  bestimmten  Gliede  an 
beständig  dasselbe  Zeichen  behalten  und  kleiner  als  Eins  bleiben, 
so  wii^d  das  Product 

P,,=  (1+H„)(1  4- n, )...(!-    '<„), 

wenn  n  ohne  Ende  wächst,  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze 
(die,  sobald  keine  der  Grössen  /<„,  ?/,....  =  -!  ist,  nicht  Niül  ist) 
convergii-en,  wofern  die  Reihe  u^,  ?(,,  . . .  eine  endliche  Summe  hat. 
Wenn  aber  das  Letztere  nicht  der  Fall  ist.  so  wird 

P^=  oo  oder  P„=  0  für  >/  --  oo 

sein,  je. nachdem  die  Grössen  n^^,u^.  ...  von  einer  l)esfimmten 
Grösse  an.  stets  positiv  oder  stets  negativ  sind. 

^  14 
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Alles  dies  folgt  unmittelbar  aus  den  beiden  vorliergelienden 
Sätzen. 

(IV.)     Audi  Avenn  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe 

7(.^  ,  « j  ,    >(.,  ,     .  .  .    OO 

complexe  (imaginäre)  Weitlie  haben  und  die  Reihe  unab-- 
hängig  von  der  i^nordnung  ihrer  Glieder  eine  piidliclie 
Summe  hat,  nähert  sich  das  Product 

P„=(l-i?g(H  «,)...  (1-fn,,,), 

wenn  n  ohne  Ende  wächst,  einer  bestimmten  Grenze,  die  von  Null 
verschieden  ist,  wofern  nicht  eine  der  Grössen  u^,  n^  . . .  =  —  1  ist. 
Es  werde  u^^  =  t\^  -h  itv^^  und 

(1  +  Uq){1  +  u^)  .  .  .  (1  -f  u^)  -=2Jn'^  Hn^ 


^vl 


2  _ 


gesetzt,  wo  die  Quadratwm-zel  positiv  zu  nehmen  ist.    Dann  hat  man: 


v2    ,         2 


Nimmt  man  nun  m  so  gross  an,  dass  für  jeden  Werth  von  n,  welcher  ^  m 
ist,  die  Summe  der  absoluten  Beträge  von  r,j  und  ^r,j  kleiner  als  1  ist,  so 
kann  man 


]/(i-i-tg'-f  «4  =  1  +  ^^^+ 


setzen,  wo  6,^  dasselbe  Zeichen  Avie  «r„  hat,  dem  absoluten  Betrage  nach 
aber  kleiner  als  Eins  ist.     Bezeichnet  man  darauf  den  absoluten  Betrag 


von  r,j  durch  r,'^  so  liegt  -^,  wenn  n>  m.  ist,  zwischen  den  Grenzen 


(1  -'  %„+x+  S„+x  "•,»+1X1  +  %U2+  %n-^2  ^'•,«+2) ^  1  -^-  <+  ^n  ^O 

Beide  Producte  nähern  sich  aber,  wenn   n    ohne  Ende  wächst,  zufolge 
des  Satzes  (I.),  bestimmten  positiven  Grenzen;  also  bleibt  der  Werth  von 
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— ,  und  (lalier    aiicli   der  W'ertli  von   s^^  oder  Vi'n^~(?»   »tets   zwischen 

zwei  endliclien  Grenzen,   wie  gi-oss  auch  )i.   weiden   nia<^.     Mithin  muss 
es  auch  für  jede  der  Grössen  p.^^,  7,^  eine   Grenze  geben ,   welche  den  ab- 
soluten Betrag  der  Grösse  nicht  übersteigen  kann. 
Nun  ist  aber 

i'n+i  +  ^"ö'n+i=(l  +  ^Wi+*''^'Wi)  ^i',r   ''/h^  "'"l 

^^it-t-i      ^ H~~  ^V«+l  ^Jn~^'  '''?M-i  ^n  '■> 

woraus,   wenn  man  statt  n  der  Keihe  nach  ///,  1»  -1,  ...  m-  r  setzt, 


hn+r 


l^mT^  "^  ^ww-i  Pm~^  ^mh-2  ^m+i'^ 

~^ *^V»+l  ^m'^  ^'^'»«H-2  ■^''jH+l "^ 


'      m+r-^tn-i-r-1 


folgt.     Es  hat  aber  jede  der  Reihen 

\i    ^1,    %,  •  •  • 

unabhängig  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  eine  endliche  Summe;  und 
da  die  resp.  absoluten  Beträge  von  j)„,  (7,^  wie  gross  auch  n  werden  mag, 
gewisse  Grenzen  nicht  übersteigen,  so  müssen  auch  die  Reihen 

endliche  Summen  haben.  Folglich  kann  man  m  so  gross  Averden  lassen, 
dass  für  jeden  Werth  von  r  die  Ausdrücke  auf  der  Rechten  der  vorstehenden 
Gleichungen,  also  auch  p„^^^.—p^^  und  '/„j^,.-  '7,,,,  dem  absoluten  Betrage 
nach,  kleiner  als  jede  gegebene  Grösse  sind.  Damit  aber  ist  bewiesen, 
dass  jj„,  g,j  nicht  blos  endlich  bleiben ,  wenn  11  ohne  Ende  wächst .  sondern 
auch  dass  jede  gegen  eine  bestimmte  Grenze  convergirt.  Ferner  ist  klar,  dass 
diese  Grenzen  nicht  beide  gleich  XuU  sein  können,  weil  sonst  .*?„=  ]  2>n  +  7« 
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für  n  =  oo  ebenfalls  =  0  sein  würde;  was,  wie  vorhin  gezeigt,  niclit 
der  Fall  ist,  wofern  nicht  eine  der  Grössen  iiQ,tiy,  ...  =  —  1  ist.  Dieser 
Fall  aber  kann  ganz  ausgeschlossen  bleiben,  weil  dann  P,j,  für  jeden 
Werth  von  n ,  von  einem  bestimmten  Werthe  an ,  gleich  Null  sein  würde. 
(V.)  Nicht  selten  trifft  man  eine  unendliche  Reihe  an ,  deren 
Glieder 

ein   solches   Gesetz   befolgen,   dass   sich  der   Quotient in 

eine  (endliche  oder  unendliche)  Reihe  von  der  Form 


a,        a.,        «„ 

1  •  —  +  -i-  +  -4  -^ 

n        n        n 


entwickeln  lässt,  wo  a.j,  a.-,,  a^  . . .  von  n  unabhängig  sind, 
ül)rigens  aber  beliebige  complexe  Werthe  haben  können,  auf 
die  Weise,  dass 


n. 


Lim.  n  ( — ** l)  --  a^ 

'^i— 1 

lAm.  n  y 1 )  =  «2 

Lmi.  n  (^ 1 ^J 


'»— 1 


n 


>  für  n  =  oo 


u.  s.  w.  ist. 

Wenn   in   diesem  Falle   a^  die  erste  der  Grössen  a^,  «.,. 
ist,  welche  nicht  verschwindet,  so  dass 


Lim- ^''"(77^-1)  =  «IX 


ist.  und  es  ist  erstens  ]^~^1,  so  wird  «„,  wenn  n  ohne  Ende 
zunimmt,  gegen  eine  bestimmte,  endliche  und  von  Null  verschiedene 
Grenze  convergireu.  Wird  dieselbe  dui'ch  u  bezeichnet,  so  kann 
man  ferner 
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setzen,  wo/-,,  eine  Grösse  ist,  die  cndlicli  l)lt'il)t,  wie  gross  jiurli 
//   werden  mag". 
Setzt  man 

SO  erhält  man 

Nun  ist  aber  JAm.h^^-^a.^;  es  bleibt  niitliin  /(•„  endlich,  ^^^e  gross  auch  n 
werden  mag.     Daraus  folgt,  dass  die  Keilie 

[l  "      II Il  ■    ■  ■  ■      ~  ' 

1  2  U 

unabhängig  von  der  Anordinuig  ihrer  Glieder,  eine  endliche  Summe  hat, 
weil  dies  für  die  ßeilie 

1     -^     -^  > 

'   2*^"  8'^ ,r'  ■•• 

gilt,  was  bereits  für  [i  =  2  im  Zusätze  zu  (No.  II.)  gezeigt  wurde,  und 
daher  auch  feststellt,  wenn  [x  >  2  ist.  Damit  ist  aber  nacb  (Xo.  III.) 
erwiesen,  dass  «„  für  n  =  co  einen  bestimmten  endlichen,  von  Xull  ver- 
schiedenen Werth  annimmt. 

Bei  diesem  Beweise  ist  allerdings  vorausgesetzt  worden,  dass  keine 
der  Grössen  u^,.i(^.  ...  gleich  Null  sei;  der  Satz  bleibt  aber  gültig,  wenn 
diese  Bedingung  für  aUe  Grössen  der  Reihe,  von  einer  bestimmten  H^^^ 
an,  erfüllt  ist.     Setzt  man  nämlich  n  =  m^  r ,  so  ist 


u 


m-hr        ^    .         "■fi         ,         ^*ji+i 


'-  -  1  + ^= —  + ^— ^  +  •  •  • 

woraus,  sobald  r  >  m  ist, 

I 

folgt,  wo  a^.ü^^i, ...  Ton  r  unabhängig  sind.    .Mithin  bekommt  //„^^,.  für 
r  =  cxD  einen  endlichen,  von  Xull  verschiedenen  Werth. 
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Ist  nun 


Lim.  u^^  u, 

11  =  oo 


so  setze  man  u^==v^-{-iu-^^  ^''«"^.'/n+^^'jn  alsdann  hat  man: 

und  daher,  wenn  man  //^,r,„_|—  h^^tc^_i  =  jia„,  (j^^n-^^_]^'\-  /'„^'„_i  ""  %i  setzt, 

Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  r«  +  l,  ti  +  2,  ...  n+r  —  1  statt  n, 
wo  r  ü'gend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  und  addirt  die  so  ent- 
stehenden Gleichungen  zu  der  vorstehenden,  so  ergiebt  sich: 


oder  auch,  wenn 

1 


a 


ist,  undP^j,.  einen  Mittehverth  zwischen  der  grüssten  und  der  kleinsten 
der  Grössen  i\+i,  • .  - l>f,+,-,  und  ebenso  Q„,.  einen  Mittehverth  zwischen 
der  grössten  und  kleinsten  der  Grössen  q^i^i,  ...  q^-^^.  bezeichnet: 

Lässt  man  nun  r  ohne  Ende  wachsen,  während  n  constant  bleibt,  so 
nähert  sich  y/„^.  der  Grenzen;  ebenso  nähert  sich  a^, ,.  einer  Grenze,  die 
durch  a^j  bezeichnet  werden  möge,  und  deshalb  müssen  auch  P„^,  Q^^^ 
gegen  bestimmte  Grenzen  convergii-en ,  Avelche  P^^,  Q^^  sein  mögen.  Man 
erhält  daher 

und  es  ist  klar,  dass  P^^,  Q^^  endlich  bleiben,  wie  gross  auch  n  werden 
mag,  da  dies  für  g^^,  h^^,  v^^,  tv^^,  also  auch  für  j^n^  In^  ^^^^  -^^^^  i^^'  ^^^ 


über  (lio  Tlicniic  rlcr  aiiiil.vtisclion  Farultiitcn.  -1") 

(lalicr  <inMizt'n  cxisliicii  iiii'isscii .  die  /',  ,.  und  V,,,,-  nn'l  milliiii  uticli  l\^.  V„, 
(li'in  iilisoliilni   r.i'ti'age  nach,  nicht   iilierst(-'i«^»Mi  können.     Keiwr  ist 


1 

( // 

'p ) ' 

.  ■  .  ,J 

1               1 

-1 

l 

also 

""  "  (  u 

— 

(1.  h. 

1 

11 

-1  ' 

Man 

k 

um    also 

% 

/— A_  +  _^  + \ 1-— 

(^ L_  + L___.  V-^ 

V n  in  -4- 1)       in  + 1 )  in  +  2)  y  ^^  ti--2 ' 

1 1- ^ \       1 


setzen,    wo   £„   ein  echter   Bruch   ist,   und 


11 


1^-1 


Avenn  man  ^niPn~^'Qn)  ^^^'^^^  ~ ''«  bezeichnet,  so  hat  man: 


V 


und  es  bleibt  r^,  endlich,  wie  gross  auch  n  werden  mag. 

(VI.)    Wenn  aber  zweitens  a^  nicht  Null  ist,  so  sind  drei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

(A.)  Ist  der  reelle  Tlieil  von  a^  positiv,  so  wird  u^^  unendlich 
gTOSS  für  7i  =  oo ; 

(B.)  Ist  der  reelle  Theil  von  a^  Null,  so  bleibt  zwar  ?/„ 
endlich,  Avie  gross  auch  n  werden  mag,  nähert  sich  abei",  wenn  n 
beständig  zunimmt,  keiner  bestimmten  Grenze. 

(C.)    Ist  der  reelle  Theüvou  a^  negativ,  so  wird  <f,j=-0  für 
9i  =  oo . 
Es  sei  a^  =  g-\-lil  und  es  werde 
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gesetzt,  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll,  die  grösser  ist  als 
der  absolute  Betrag  sowohl  .von  //  als  auch  von  ]i.     Dann  hat  man: 


Vn  *hi      Pii  —  1  'hl  —  1 


«„-1 

Vn  % 

(i;   "' 

71 

(i  -^  -' 

^  ^         u 

1+     -- 
n 

..., 

■)(i 


'^ 


wo  0.^  ^i-  s.  w.  von  n  unabhängig  ist.    Mithin  convergirt,  nach  dem  vor- 

^'« 

hergehenden  Satze. .  wenn  n  beständig  zunnnmt.  gegen  eine  bestimmte 

■  p   q 

endliche  und  von  Null  verschiedene  Grenze,  und  man  kann 

^^n  '  n        1 

=  V  -: 5  also 


Pn  U  »* 

n 


^,-Vnnn'\y-^—) 


setzen,  wo  r  von  n  unabhängig  ist,  v,^^  aber  stets  endlich  bleibt. 
Setzt  man  q  =  q'n-r  /gH,  so  hat  man: 

2  2  2 

'ü  *;+  <  < = (i  -  ^)(i + ,"'^) (i  -  r^TT^)  • 

^        m  ^  ^        \m  -r  1)  /  ^        y)n  +  n)  ^ 

und  es  nähert  sich  diese  Grösse,  nach  (No.  I.),  wenn  n  ohne  Ende  wächst, 
einer  bestimmten,  von  Null  verschiedenen  Grenze,  weil  die  Reihe 


h  h 


2  /  ,     1  \2 


eine  endliche  Summe  hat.     Mithin  bleiben  auch  q^^  und  g,"  stets  endlich. 


Bezeichnet  man '- —  durch  L.  so  hat  man: 

m  --^  n  " ' 


<+  ^ü=  (1  -^  ^'U  «-1-^  ^'i'-i)' 
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also 

Setzt  man  in  diesen  Gleiclmngen  statt  n  der  Reihe  nach  n .  n     1 n-fr 

nnd  addirt  die  so  sicli  ergebenden  Gleichnngen,  so  ei-hält  man: 

dn+r"  %-\~  ~"  V«"'    ^n+i^  •  •  •  +  tn-hV-O  ^hi.r 

WO  v/, ,.  einen  iNIittehverth  der  Grijssen  qI_^.  q^:  ••■  ^/„_^,.__^.  und 
/?,"j.  einen  Mittel werth  der  GriJssen  '/,"_,,?,','•••• '7,'/.^, ._i 

bedeutet.      Nun   lih'iben    aber   die  AVerthe    der  Grössen    auf  dt^r  Linken 
dieser  Gleicliungen  stets  endlich,  während  die  Summe 

_  h h  h 


wenn  /•  wächst  und  n  constant  bleibt,  über  jede  Grenze  hinaus  zuninmit. 
Daher  müssen  3',',  ,..<?," ,.  beide  sich  der  Null  nähern,  wenn  r  ohne  Ende 
zunimmt,  n  aber  unverändert  bleibt. 

Es  Averde  nun  n  so  gross  angenommen,  dass  die  DiÖerenz  zwischen 
je  zwei  aufeinander  folgenden  Gliedern  der  Reihe  '/,j_i. '/,',,  'l'„-ui'  •  •  •  ^^^^^ 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  sei  als  eine  beliebig  angenommene,  noch 
so  kleine  Zald  E;  was  möglich  ist,  weil 

und  ^^j^j.  beliebig  klein  werden  kann,  wenn  nur  n  gross  genug  ange- 
nommen wird,  während  ?,"_^,._i  stets  endlich  bleibt.  Ferner  sei  r  so  gross, 
dass  auch  der  absolute  Betrag  von  (l^^^  kleiner  als  E  ist.  Haben  dann 
in  der  Reihe  ^,'j_i,  q'„-  •  ■  ■ '?,'(  +  ,._,  sämmtliche  Glieder  dasselbe  Zeichen,  so 
ist  q'^^^.  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  als  das  kleinste  derselben; 
dieses  muss  daher  von  Null  weniger  verschieden  sein  als  E.  Tm  ent- 
gegengesetzten Fall  abe]-  muss  es  zAVei  unmittelbar  auf  einander 
folgende  Glieder  von  verschiedenen  Zeichen  geben,  und  da  die  Ditferenz 
derselben  kleiner  als  E  ist,  so  folgt,  dass  jedes  von  ihnen  kleiner  als  E 
ist.     ]\ran  sieht  also,  dass  man.  wenn  man  in  der  Reihe  q'^.q['  •••  von 
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irgend  einem  Gliecle  aus  weiter  geht,  stets  auf  eines  kommen  muss,  dass 
dem  absoluten  Betrage  nach  noch  kleiner  als  jede  gegebene  Grösse  ist. 
Dasselbe  gilt  für  die  Reihe  ?^' ,  ?J' ,  ... 

Nun  nähert  sich  aber  der  AVerth  von  qnQn+ InQ^v  "^^'^^^^^  ^^  beständig 
zunimmt,  einer  bestinmiten  Grenze  G,  und  wenn  daher  wieder  E  eine 
beliebige  kleine  Grösse  ist,  so  muss  man,  ausgehend  von  einem  beliebigen 
Gliede  der  Reihe  qQ,q^,  ...  unlei' den  folgenden  stets  auf  eines  kommen, 
für  welches  die  Bedingungen 

(r  -  E  '^  q:^^ql^-r  q'^  g^  <  O -{- E , 

erfüllt  werden.     Dann  hat  man 

G-2E<qlq\,<G-^E; 

d.  h.  es  muss  auf  jedes  Glied  der  Reihe  q'(^,q\.  ....  wie  weit  vom 
Anfange  entfernt  es  auch  sei,  stets  wieder  ein  solches  Glied  folgen, 
welches  seinem  absoluten  Betrage  nach  der  Grenze  \G  beliebig  nahe 
kommt.  Dasselbe  gilt  von  den  Gliedern  der  Reihe  qQ,q[',  . . .;  und  somit 
ist  erwiesen,  dass  sich  (/„,  wenn  oi  beständig  wächst,  keiner  bestimmten 
Grenze  nähert,  sondern  sowohl  der  reelle,  als  auch  der  imaginäre  Theil 
dieser  Grösse  zwischen  zwei  verschiedenen  endlichen  Grenzen  schwankt. 
Für  das  Product  |>„  folgt  unmittelbar  aus  (Nr.  T.),  in  Verbindung 
mit  dem  Umstände,  dass  die  Reihe 

!J        !J  !J 


in   m-\- 1  w-r  IL 

keine  endliche  Summe  hat: 


Lim.j)^j=oo,  Wenn  (j  positiv  ist  und 

9?  =00 


Lim.j>^,-=0   .  wenn  //  negativ  ist. 


Aus  der  Formel 
ergiebt  sich  jetzt  ohne  AYeiteres  Folgendes: 
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1.  AVenii  fi   positiv    ist,    so    wiid    (Ihi-    absolute    Betrag    von    n^^ 

uneiullicli  gross  für  «  ^  cxo; 
•2.  Wenn  //  negativ  ist,  so  wird  derselbe  unendlich  klein  für  n  =  oo; 
3.  Wenn  7=   Null  ist,  so  nähert  sich  derselbe,  wenn  //  Itcständig 

zunimmt,  zwar  einer  bestimmten   Grenze,   aber  da   dann 

u„  =  vq„-\ und  Lmi.  —  =  0 

"         **        n  H=oo    n 

ist,   so  convergirt  yr„  selbst,  gegen  keinen  bestimmten   Werth, 

sondern  schwankt. 
Anmerkung.    Setzt  man.  Avas  hier  absichtlich  vermieden  ist,  die 
Theorie  der  Potenzen  mit  beliebigen  Exponenten  voraus,  so  lässt  sich 
der  vorstehende  Satz  viel  kürzer  begininden.     Denn  es-  ist 


'  {n  —  1)  n—i  "  '  ''' 

I 


(1^.^....) 


11 

tolglicli   nähert  sich,   wenn  n   ohne  Ende  zunimmt,  r-  nach  (Xr.  ö) 

^  '  '      q-i-ht  ^  ' 

einer  bestimmten .  von  Kuli  verschiedenen  Grenze;  und  wenn  man  dieselbe 
durcli  r  bezeichnet,  so  kann  man 


u 
n 


n  11 

g+hi  n 


oder 

u^^=^  ri    .  (v  -f-  ~)  [cos(7/io2-;^)  -'    /sint/zloLi-;/ 


n 


setzen,   wo  r^^   stets  endlich  bleibt.     Aus  dieser  Formel  folgt  der  zu  be 


weisende  Satz  umnittelbar. 
(VII.)  Wenn  wieder 


u. 


^*w_i  n  n 
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ist,  SO  weiss  man,  dass  tlie  Summe 

(A.)  Uq^  u^x  +  u.^x  -f  •  •  •  -f  n,^x\ 

wenn  n  ohne  Ende  zunimmt,  gegen  eine  bestimmte  endliche 
Grenze  convergirt,  sobahl  der  absolute  Betrag  von  a;  kleiner 
als  1  ist;  so  wie  auch,  dass  sie  divergirt,  wenn  der  genannte 
Betrag  grösser  als  1  ist.  Beides  gilt  auch,  wenn  f,j  den  abso- 
luten Betrag   von   n^^,^   den  von  x  bedeutet,   für  die  Summe 

Ist   aber  der   absolute  Betrag  von  x  gleich   1 ,  so  gelten  folgende 
Sätze. 

1)  Die  Summe  (A)  convergirt,   wofern  nicht  x-=l  ist,   sobald  g 

negativ,  die  Summe  (B)  aber  nui%  wenn  g  <  —  l  ist. 

2)  Wenn  aber  x  =  l  ist,  so  convergirt  die  Reihe  (A)  —  und  dann 

gleichzeitig  auch  (B)  —  nur  in  dem  Falle,  wo  g-^  —  l  ist;  sie 
bleibt  zwar  endlich,  wie  gross  auch  n  werden  mag,  nähert  sich 
aber  keiner  bestimmten  Grenze ,  wenn  //  -=  —  1  und  h  ^  0  ist ; 
und  divergirt  in  jedem  anderen  Falle. 

3)  Beide  Reihen  divergiren,   wenn  g-^Q  ist,  indem  dann  weder 

u^^x^,  noch  t^X .  für  n -=  oo  unendlich  klein  werden. 
Da  der  absolute  Betrag  von  x  der  Einheit  gleich  sein  soll,  so  ist 
die  Summe  (B)  gleich 


*o~^  h  '    ■  ■  ■  +  *n- 


Ferner,  wenn 


u, 


'n 


q  +  lii       q'-^h'i 

=  1  + + 5 


«<.,   ,  n  2 


ist,  so  hat  man 


'»    ]/ 

n 

,   ^f 

*„-  ' 

n 

=  1 

n 

'     h    h' 


)  +  C+T^---) 


71      n 
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Setzt  man  iniii.  wenn  »i  eine  ganze  positive  Z;ilil  liedeiilet.  die  jfrösser 

ist   als  der  alisuluie   IJetiai:'  Vdii  7.  wiedei- 

,.„     :'i-i-<')(i4-?,-)  ...   d +  -''-), 

'  11/  -^  ^  »t  -rl  /  ^^  111  4-  77/  ' 

SO  kann   man  (nach  Nr.  YI),   wenn  man   t^,   an   die  Stelle   der  dort  mit 
II, ^  bezeichneten  Grösse  treten  lässt,  wo  dann  7„--l  wird, 

setzen,  wo  t  von  )t  unabhängig  ist,  t^^  aber  stets  endlich  l)leibt. 
Nun  ist 

_         _     g 

Pn      i^n-x~  ^^^-Pn-i^ 
{m  -f  7*) .  p,^-  {m  -r-  n  -  1) . p,^_i^  ifi  -M)  •  ;/„_, ; 

setzt  man  also  in  dieser  Gleichung   statt   77  der  Reihe  nach  1,2...... 

so  erhält  man  durch  Zusammenziehung  der  so  entstehenden  Gleiclumoren: 

(m  +  n)p^-  mp^=  (g  4-  \){Pq-^ P,  •    -i'„_i)- 

Aus  dieser  Gleichung  aber  ist  zu  ersehen,  dass  es,  wofern  nicht  7-  1=0 
ist,  ziu'  Convergenz  der  Summe 

hinreichend  und  noth wendig  ist,  dass  (m  —  n)p,^  einer  bestimmten  Grenze 
sich  nähere,  wenn  77  beständig  zunimmt.     Dies  kann  aber,  da 


—  77  —  1)  77       ,  ^  77  +  >7K  ^  »?  4    7^ 


(»7  — 77  — l)j7^^_j       ^        n  +  m 

V  7?  ^^77  ^  n 

ist,  inu-  dann  geschehen,  wenn  g^l  negativ  ist,  (indem  der  Fall 
^-M  =  0  ausgeschlossen  ist),  wo  dann  {m -■.  )i)p„  für  7*  =  00  (gemäss 
Art.  VI)  unendlich  klein  wird. 
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Ist  g-^l  =  0,  so  liat  man 


Pn 


in  -r  1 
m  +  n 


und 

-^  ^     -*  1  j-n     \  /v^^^      m-\-\  iu-\-n^ 

Diese  Summe  ist  aber  (Art.  II  Zus.)  divergent,     Mitliin  ist  es  zur  Cou- 
vergenz  der  Summe 

Po-^P,       ■  ■  ■   ^Pn 

nothwendig  und  hinreichend ,  dass  g  ^  —  \  sei. 
Nun  ist  aber 

Wenn   daher  ^<  — 1   ist,    so   wird  auch   t^^+ty-\- rt^^   convergiren, 

indem  it\p;)  +  \{üj),)  + ■-■ +~{t^p^)  gleichzeitig  Vi^i i\  + p.,-^-' •  ■  ■  +  p^ 


convergirt. 

Ist  ^  ^  —  1 ,  aber  <  0 ,  so  divergirt  von  diesen  beiden  letzten  Summen 
die  zweite,  während  die  erste,  da 

Pn^  _  Pn-\   ^   Pn     _   n-l  ^  /.  _  ^  _  _    \  /.  _   1^\  _  .     ,    ^- 1     , 

n  '  n—i      Pn^i        n  ^        n    '        /^        n^^         '^     n 

ist,   noch  convergirt;  folglich  divergirt  auch  ^o+^i^ '~  ^n-     Dasselbe 

findet  statt .  wenn  g^O  ist ,  weil  dann  t^  für  n  =  oo  nicht  unendlich 
klein  wird.  Man  sieht  also,  dass  die  Reihe  (B)  convergii't  oder  divergirt, 
je  nachdem  g  ^—  1  ist  oder  nicht. 

Im    Convergenz    der    Summe    (A)    ist    zunächst    erforderlich,    dass 
Lim.  ^,j=  0  sei,  weshalb  // <::  0  sein  muss.    Dies  vorausgesetzt,  werde 


9i=oo 


P 

n 
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gesetzt,  so  luvt  man: 


t 

-^      14— r-^-... 

n" 
^lilliiu  kann  man  (nach  Nr.  V) 


setzen,   wo   Avieder  r  von  )i  unabhängig  ist,  ?/-,j  aber  stets  endlich  bleibt. 
Ferner  sei 


dann  hat  man 


6',j^=  H^X  -r  tl2X~+    •  •  •    -f- 

U^^X 

S^  =  P^x~^P,x'--~  •••  -f 

-P,x- 

K=  «"i-Pi^  -^  ^^^'2-^2^'"- 

-  •  •  •  — 

^j  ^^'n"n^   5 

^'n-^-Sn-^Sl. 

Nim  ist 


P     P 
n 


und  da  ^— 1<  — 1  ist,   so  convergirt,    wenn  man  durch  Q^^  den  abso- 
luten Betrag  von  P,^  bezeichnet,  nach  dem  vorher  BeA\^esenen  die  Summe 


\Q,^Ur  ■    y^" 


und   dalier   auch,   indem   x^'ir^i   stets   endlicli   Ideibt.  N".     Daraus    folgt, 
dass  .s-,^  gleichzeitig  mit  S^,  convergirt,  schwankt  (xh'r  divergirt. 
Es  ist  aber 


3  .  ,  /,       Tj      V  „»      o  ..«-^-1 


{l  -  X)  S^^    .  P^,:-^  {P^-  P^x'^iP-  P,)x'-: ir,-P„__,)x"-P„x 

,,                  ,  ■      \      '  \                  '  :  ^  n-\      n-\\  M      "-4-1 

=  P,x-r((i':  lii)-\ ^i>-'-^ .  ^'       •   ■      — ; — ^       i^'—',' 
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Die  eingeklammerte  Summe  convergirt.  was  gerade  so  gezeigt  wird,  wie 

für  S'^^,   und  Lim.  P,j=ü,    weil  //   negativ   angenommen  worden;  folglich 

n=oo 

wird  auch  {l  —  ai)S^^,  und,  Avenn  nicht  1  — rr  =  0,  auch  S^^  convergiren. 
Die  Summe  (A)  convergirt  also  stets,  wenn  ry  =-  0,  und  nicht  x=l  ist. 
AVenn  aber  x  =  l,  so  hat  man 

{m+n-hl)P,,   ,—  m.I\ 


u 


(j-h)'^   1 


wie  sich  unmittelbar  aus  der  im  Vorhergehenden  gefundenen  Formel 
für  die  Summe  p^^  + 1\-\-  •■•  -Pn-\  ergiebt,  wenn  man  in  derselben 
g+hl  für  (j  und  n -f  1  statt  n  setzt.  Es  wird  daher,  wofern  nicht  etwa 
<7  =  —  1  und  zugleich  /i  =  0  ist,  8^^  convergiren,  Avenn  sich  (w-f  rM  l)-f*,,_^, 
bei  beständig  zunehmendem  Wertlie  von  n  einer  bestimmten  Grenze 
nähert.     Dies  kann,  da 

g—l-i-Jil 


=    1- 


n 


ist,  nur  geschehen,   wenn   r/  ■  1  <0  ist,  indem  der  Fall  ^  +  1  =  0,7^  =  0 
ausgeschlossen  ist. 

Ist  ^  +  1  =  0  und  /?  =  0,  so  ist  die  Divergenz  der  Summe 
Fq—P^-t-  •  •  •  -i- P^i  bereits  im  Vorhergehenden  bewiesen. 

Folglich  convergirt,  wofern  x  =- 1  ist,  die  Summe  (A)  nur,  gleich- 
zeitig mit  der  Summe  (B) ,  wenn  g  <  —  1  ist. 

Wenn  g  =  —  l  imdh^O.  so  bleibt  der  Werth  von  (m  +  n-M)P  , 
nach  (Art.  VI.)  zwar  stets  endlich,  nähert  sich  aber  keiner  bestimmten 
Grenze.     Dasselbe  gilt  also  auch  von  8^^  und  von  der  Sunune  (A). 

AVenn  endlich  </>  —  1,  also  </  +  1  >  0  ist,  so  wird  der  AVerth  von 
(m  +  n  + 1)  P,,^j  unendlich  gross  für  n  =  oo.  Mithin  divergirt  in  diesem 
Falle  Ä,,,  und  auch  die  Sunnne  (A). 

Damit  ist  der  aufgestellte  Satz  in  allen  seinen  Theilen  erwiesen. 

Anmerkung  1.    Setzt  man  statt  n„  den  in  der  Anm.  zu  (Art.  A^I)  ge- 

gebenen  Ausdruck  ii„= ^  H ^—r-,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die 

n  n 
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Summe  (A)  {gleichzeitig-  mit   der  füllenden: 

'j  3  n 

X  X  X 

(■(•11  vergirt.  schwankt,  oder  divergirt. 

Aiim.  2.  Die  Sätze  V  bis  VII  stimmen,  wenn  man  den  in  ilinen 
vorkommenden  Grössen  nur  reelle  Werthe  beilegt,  im  Wesentlichen  mit 
denen  iiberein.  welche  Gauss  in  der  Aldiandlung  ,.Disquisitiünes  gene- 
i'ales  circa  seriem  infinitam" 

aß       ,    a(a+l)ß(ß-M)     2   , 
^^    Y       "'        2.Y(Y-M)    ""^   '^"' 

begründet  hat.  Mit  der  hier  gegebenen  Erweiterung  dienen  sie  für  eine 
grosse  Menge  von  unendlichen  Reihen,  die  in  der  Analysis  vorkommen, 
zur  Entscheidung  über  die  Convergenz  oder  Divergenz  derselben.  Ans 
diesem  Grunde  habe  ich  sie  ausführlicher  entwickelt,  als  gerade  für  den 
nächsten  Zweck  nöthig  gewesen  wäre.  Übrigens  würden  sie  sich  ohne 
Mühe  noch  bedeutend  verallgemeinern  lassen. 


6. 
Jetzt  zui ückkehrend  zu  der  Gleichung  (43)  des  §  4,  gebe  ich,  da 

\iu-hnx)    i      ^y 
Lim.  { y—  )  =  1 

(71  x)  ' 


n=oo\ 


und 

{u ,  ^x)^  u(n  -f-  x){u  H-  2ir) (?*  -i-  (n - 1  )rr) 


(u-^l/x,  -r.r)"  (u  +  yx){u  +  ijx-\-x) {n  ■-  (i/'  )i    i)x) 

ist.  indem  ich 

(44.)         ,r"«(i - ,.)(! - y) (' - „"i)  - -f'^"-"' 

15 
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setze,  derselben  die  Form: 


■II 


1    J^i~,'')   I 
(45.)  f(u)  -  X    Lim.; )  Lmi.M-^ ~\  . 


Nim  ist 


^        n^  ^       n  —  U 
w(w  —  l) 


=   1  - 


In 


i 


also  convergirt  F{%{.,  n) ,  Avenn  ?«  ohne  Ende  zunimmt,  gemäss  Art.  V  des  §  5, 
gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze,  welchen  Werth  auch  n  haben 
mag.  Bezeichnet  man  diese  Grenze,  die  eine  Function  von  u  ist,  durch 
Fe  (h),   so  hat  man: 

(46.)         Fe (u)  =  Lim. \  iC" n.(l-^  a)(l+'^) (l  +  -£-)  |  , 

oder 

w-^      ^'""    "11  1(^,)0-^)|- 

Es    erhellt    aus    diesen    Formeln    zugleich ,    dass    Fe  {u)    nur    ver- 
schwindet ,  wenn  u  der  Null  oder  einer-  negativen  ganzen  Zahl  gleich  ist. 
Hiernach  ist 

Lim. = . 


und  es  muss  daher,  der  Gleichung  (45)  gemäss,   Avenn  es  wirklich  eine 

■fill    I    fix) 

Function  fiu)  giebt,  die  der  Gleichung  (41)  genügt,  -^— einer    be- 

(w4-  nx)^ 


i 


Ubor  die  Tliocirii-  flor  analytisclicn    Kiuuir.itpn.  221 

stiiuiutvn   ('iidliclieii    (iieiizc   sich    iiälicni.    wenn  v  b(^stän(liJi:  ziiiiiiiiint 
\vt'iiiji:steiis  wolt'iii  iiiclit   Fe  f    V=  0  ist, 

BczcicliiH't  mau  diese  Clrenze,  als  J^'iiiictioii  von  n  l)et  rächt  ct.,  durch 
'\i{)(),  so  iiiuss 

(48.)  ']>{u+x)'-=='\>{>,) 

sein,  da 

T-      fiu-i-nx)       ,.      f(u+x-\-nx) 
Lim.-^^ ~  =-  Lim.-^^ ^ . 

n = oo  (-J,  -L.nx)    ■      ** = °°  (m  4-  X  -f  n a:;) " 
ist.  und  es  ergiebt  sich 

(49.)  /CO  =  x'  ' •\){u)  . 


Umgekehrt  lässt  sich  nun  erweisen ,  dass  jede  Function  von  u ,  welche 
duidi  diese  Formel  dargestellt  Avird,  wenn  nur  'l>(ii)  die  in  der  Glei- 
chung (48)  ausgesprochene  Eigenschaft  hat ,  der  Gleichung  (41)  genügt.*) 
Denn  es  ist 

^  1.2 (n-l)  n 

woraus  für  ?i  =  oo  , 

(50.)  Fc(u)  =  uFciu^l) 

folgt.     Mithin  ist 

f(u  -f  X )  =  x^ '-^  {\(  -   x)  —     — —  -  f{n ) . 

oder 

f{u  -\-x)-  f{u)  ^  yxi 
'f{n)  'it   ' 

welches  die  Gleichung  (41)  ist. 

*)  Es  ist  zu  bemerken ,  dass  bei  der  Herleitung  der  Formel  i49i  die  Grös-icn  .7,1/ 
als  Constanten  betrachtet  worden  sind  und  deshalb  ■^in)  anzusehen  ist  als  eine  von  » 
und  von  x,// abhängende  Grösse,  die,  als  Function  von  u  betrachtet,  der  Gleichung  (4^) 
genügt. 

15* 
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Um   nun  die  Function  'K»)   z^veeknläs^^ig•  zu  bestininieii.  kann  man 

die  Forderung  stellen,  es  solle,  sowie  tui-  die  Function  (n,-i  y)-' ,  falls  y  eine 
ganze  Zahl  ist,  die  Gleichung 

/  -?/ 

(^a  -r  n  X) 
gilt,  der  Function  f{u)  für  jeden  AVerlJi  von  //  die  durch  die  Gleichung 


y 

{n-^nx) 


ausgesprochene  Eigenschaft  zukonnneu 

Daini  nuiss  i 
durch  dif  Foniifl 


Dami  nuiss  nach  dem  Vorhergehenden  '^{n.)  —  1"   sein  und  somit  f{a) 


F.  ('') 

(••il.)  /(H)  x' 

deflnirt  weiden. 

Nun   ist   (in   §  2)  mittels    dei-  beiden,   aus   (.")<))  und  (4t))  folgenden 
Gleichungen 

(52.)  Fi:  {u)  -=  u(u -  1) (u  -T  71  - 1 )  Fe  (n  -,-  n) 

(53.)  F<(1)^1 

•gezeigt  worden,  dass 

(54.)  Lta.j^^^Li 

,/=oo  I  i<c(M  -T-n)  \ 

ist;  wobei  zu  bemerken,  dass  hier,  wie  auch  in  (46) 

u       -nUwn      1         ,  „  ?*  log  n 

n      =6;         ^   =  1  —  u  log  11  ~  — z-^ 


1.2 


ZU  setzen  ist.  unter  der  Bedingung,  dass  von  den  verschiedenen  Werthen 
von  log»^  der  reelle  genommen  Averde.  so  dass  also  Fc{n)  eine  eindeutige 
Function  von   u  ist. 


rinT  <lio  'riiciiiif  ilcr  aualytisclicii  Facnitilten.  --') 

Iliiriijicli  ist.   wriiii  niiiii   jcl/t   fi'ir  dir  diircli  die  Gleicliuiif^  (.')!)  dcti- 
iiirtf   Fuiictiuii  /(/H    die   IJczficliiiiiii^-   (n,-tx)"  ciiilnlii-t. 

/    ,        ,   ^y      y        Vor.      / 


Fr  C    '    V       ") 


n  it 

—   — .V  — 

(y<.-f  na;,-fic)'  _      {na}'       t    n    "^      Fc{}i)        n     ^  F<:  (n) 
{u-nxf  (a-    >/:/■)•' I  Fr  (''    :■  .y-  n)  '    l'<-  Q   ^u) 

iiiitliiii  ist   tTir  JimIcii  Wi^ith  vnii   //  in  der  Tliat: 

(55.)  Li„,   |U-f-7?x,+agf  <       ^.V 

Hinsichtlich  der  Function  Fr  (u)  ist  iuxli  zu  bemerken,  dass  sie 
durch  die  Gleichungen  (50),  (53),  (54)  vollständig  bestinunt  wiid.  Denn 
aus  (50)  und  (53)  folgt 

_  v{n  -f  0^.  .  . .  .  (n-rn-  0      Fe  (n)     , 
■^"^       '         1/2  ....:  («-!)     "      Fri^it      n)' 

woraus  sich  mittels  (54)  die  Formel  (4G)  ergiebr. 

Dui'ch   das  Vorstehende  sind  als(j  jetzt  folgende  Resultate  erlangt. 

I.    Esgiebteine,  und  zwar  nur  eine,  für  alle  Werthe  der 

unbeschränkt  veränderlichen  Grösse  v   definirte,   eindeutige   und 

fiir   keinen    endlichen   Wertli    von    u    unendlich   gross   werdende 

Function  Fr(ii),  welche  die  in  den  Gleichungen 

j  Fr  (II) -^n  Fr  {u-   1). 

)  /'V(l)    a, 
(5G.)  V 

Lim.""_!^n^)!  =  l 
\   „=>.  Fr  (n  ~ii)^ 

ausgesprochenen  Eigenschaften  hat    und  durch  die  Formel 
dargestellt  wird. 
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IL    Es  giebt  eine,  und  zwar  nur  eine,  von  drei  unbeschränkt 
veränderlichen  Argumenten,  der  Basis  k ,   der  Diti'erenz   x  und 

dem  Exponenten  y,  abhängige  und  durch  {u,+a:f    bezeichnete 
Function,  welche  der  Gleichung 

(57.)  y-  =  — , 

{li,-rX)  U 

in  der  sich  das  Zeichen  A  auf  u  bezieht  und  In  =x  zu  nehmen  ist, 
genügt,  und  zugleich  die  in  der  Formel 


,~    ^                         T  •      \{i('+nx,+x)  I        V 
(oH.)  Lmi.  \- — — ~\  -    1  , 

{u-^  nx)      \ 


W=oo 


"WO    n    eine    positive    ganze    Zahl    bedeutet,    ausgesprochene 
Eigenschaft  besitzt.     Ihr  allgemeiner  Ausdruck  ist 

(59.)  (t(,  -'  xf  =  x" , 

oder 

/    ^N  /  nV  V         «*         TT         /°'  +  lv        U~^aX 

(00.)  («.  4  a')^  =  x^  — ( )  — ,   .     ,     , 

Aus  der  Formel  (öü)  ergeben  sich  dann ,  wie  in  §  1  gezeigt  worden, 
für  {u,^3i-)^  die  Grundgleichungen 

(61.)  ( H ,  -L  x) y~^  '-=  (?(. ,  +  x) ^(u  1  yx,^ X)    , 

(02.)  {U,~rX)  =- ^, 

{Tii-\-iy~li)x,  -\-x) 
(63.)  {ku,-hlxf  -=  A-^(« ,  ^x)^, 

(64.)  (^^  -  a:)        -=  u  , 

aus  welchen  sich  nun  eine  Reihe  anderer  herleiten  lässt,  z.  B. 

(65.)  («,-i-a;)    =  1 , 

(66.)  in ,  +  xyy  = ^ , 

(u  —  //ic,  -f-ic) 
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und  iiislirs(»ii(lcic.  Wenn  //  fiiic   pnsiiive  «^miizc  Znlil   ist, 

(67.)  (II, -i  X)'  -^  u{a  -r  J){i(       2.r} {II       (//       l}x) 

(68.)  iH.-ix)~'^^ 


(u  -  x){ii    -•_'./•) (II        ;/.j} 

Ferner,  wenn  //.  r.  ir  beliebige  Gi'iissen  l)e(leuten, 

((        /; 
y  X      w 

X         IV 

(v.  +iv) 

u.  s.  Av.    (Vgl.   Crelle's   ..Memoire  sur  la    tlieoiie   des   piiissances,    des 
fonctions  angulaires  et  des  facultes  analytiques"). 

Ich  bemerke  noch,  dass  die  Formel  (43).  welche  aus  der  Bestimmungs- 
gieiclmng  (ö7)  folgt,  mittels  der  anderen  (öS)  unmittelbar  zu  dem  Ausdrucke 
von  {ti.-hx)^  in  der  Form  des  unendlichen  Products  (67)  fuhrt,  dessen 
Convergenz  nach  dem  Satze  (Art.  V.  §  5)  feststeht,  sobald  nii-iit  //  Xull 

j: 
11 

oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist.    Ist  aber  — r  y  =  —  m,   (unter  w  eine 

ganze  positive  Zahl,  Xull  eingeschlossen,  verstanden),  so  folgt  aus  (<i9). 
wenn  man  t-  =  1,  n-  =  1  setzt: 

V  — m— I 

(l.-fl)    ^ 

da  nun.   nach  (66).   (1,  :1)  =oo  ist,  so  sii ht  man.  dass  die  Form   -• 

welche  in  diesem  Falle  das  Pruduct  (6U)  annimmt,   durch  die  Xatur  (h-r 

Function  (n,-^x)^  gefordert  wird. 

Nachdem  auf  die  angegebene  Weise  eine  Definition  der  Facultät  ( u.  r  v' 
gefunden  ist.  die  nicht  mehr  Bestimmungen  enthält,  als  nütliig  sind, 
und  die  alsbald  zu  einem  allgemeinen  Ausdrucke,  sowie  zu  den  wichtigsten 
Eigenschaften  der  Function  führt,  gelangt  man  auf  tinfiii  ganz  älinlirhen 
Wege  zu  der  andi  ivn  Facultäten-Form  (n.-  jy'\  worunter,  um  wifdcrliolt 
daran  zu  erinnern,    nicht    ('<,-r(— -^j)     verstanden  weiden  soll. 
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Sie  wird  nämlich  durch  die  beiden  Gleichunoen 


(70.) 


^{u,  —  xY_      yx 


Lmi.    ^ '- ^  1  =  1^ 


definirt,  wo  aber  jetzt  ^u  =  —x  zu  setzen  ist. 
Dann  folgt  aus  der  ersten  dieser  Gleichungei^ 


(n -  x.—  x)    —  {ii ,  —  x)'^ 


yx 
u 


e  \y      n  —  yx  ,  .y 

\ll~X,  —X)    =  — -=^  (h,  — x)    , 

und  hiei'aus,  wenn  man  u^x  statt  u  setzt: 


.  .y      u-^{\  —  y)x.     ,  A 


welche  Gleichung  zu  der  folgenden: 

{ii,-x) 
u  +  (l  —  y^x  u  +  (2  —  ?/)a:  v-  -i-(n  —  y)x 


u  +  x 


u  -\-2x 


21  -  nx 


(?/.  +  7ix,  — a;) 


-rl-?/\/  1-1— V 


a--X-^^(/ 


-  +  J-//N 


%-l 


(f-) 


^1 


1+ 


1     /  \  2 

führt.     Setzt  man  statt  {u+nx,  —x)^ 


y   {u  +  nx,  --xY    n    * 


X 

72—1 


{ii~i  no:,—x)' 


{n  +  nx)^ 


/    nx    \  " 

V?t  -^  nx)      j 


\'hvv  (lif  Tlndiic  der  ixnalyt.isclioii   Kiir-nltHten.  -•>•> 

1111(1  (limii  9^ --CO,  SO  erliäll   man.  <j;''ii''i>^^  ''^•>)  "iid  (4(1): 

Fc^'^^  +  l-y) 

(71.)         (M.-.7f       / ^ , 

h-  (  ^.    I   l) 

oder  auch 

Zugleich  lässt  sich  aus  der  Foi-uiel  (71)  miltels  der  Eigenschaften 
der  Function  Fc(u)  ohne  Weiteres  beweisen,  dass  die  durch  dieselbe  aus- 
gedrückte Function  {u.  —  x)^  wirklich  die  in  den  Gleichungen  (70)  aus- 
gesprochenen Eigenschaften  hat. 

Es  ergeben  sich  dann  aus  (71)  für  {u,  —  x)^  die  Grundgleichungen: 

if-^k  y  k 

(73.)        («,— a-y       -^(m,  — *■)'  {ii—yx.x)  , 

(74.,      („.-.r'^ Ö!:^      ,. 

[ii—{y—k)x,"  dl-) 

y      y  y 

(75.)       (kit.-lx)  =//  (((,    X)  . 

1 
(76.)        {n,  —x)      =u ; 

aus  denen  ^^•ieder  die  folgenden: 
(77.)        iu.-y)^     -1, 
(78.)        [u,-xf"=^ 


y 
{u-hyx,  —  x)' 


und  insbesondere,  wenn  //   eine  positive  ganze  Zahl  ist. 
(79.)       {u.  —x)  =  n(ii  —  x)  («•  —  2x) ......  [u  —  iy—Dx) 

.-y  1 


(SO.)        {ii,-x) 


{ii  -J-  x)  {u  +  2x) (i(  -^  yx) 
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sowie,  wenn  //.  r,  ic  beliebige  Grössen  bedeuten, 

V        u    , 

\-y 

y  10  X  ^ 

>.l       /  X  \      ( r  -  w) 
(81.)  (.,-X)    ==(-)        -^ ^_^ 

W         X 

(f,  -  V) 

11.  s.  w.  hergeleitet  werden*).     Ferner  hat  man: 


y      ,  y 

{u.  —x)'  ^  (M-f  X—  i/x,+x)  = 


(s2.)      ■; 


I  (^r,  ro?)'  =  (?t— rrH--?/a',H-a?)" 


[11— 'X.  —  x) 

Setzt    man    endlich  in   (59)    «.=cc=l.   und    h-\    \\\y  //,   so    findet   sicli 

1 


:83.)  Fc(n) 


(1,+  ir^ 


nnd   wenn   man   in  (71)  a^{),x~\  und    -  ^^   r  1  statt  //  setzt: 

(84.)  i^r(H)-^  (0,-1 )'"'', 

so  dass  also  die  Factorielle  Fein)  selbst  eine  Facultät  ist. 


Es  ist  oben  angegeben  worden ,  dass  sich  die  Function  Fe  (u)  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  u  in  eine  beständig,  d.  h.  für  alle  reellen 
und  imaginären  Werthe  von  u  convergirende  Eeihe  entwickeln  lasse;  sowie, 
dass  die  Eeihe,  in  welche  man  die  Facultät  (a.^xy^  nach  steigenden 
Potenzen  der  Differenz  x  entwickeln  kann,  niemals  convergirt,  wenn  y 
keine  ganze  Zahl  ist.  Es  erscheint  mir  nicht  unangemessen,  auf  die  Recht- 
fertigung beider  Behauptungen  näher  einzugehen. 


*)  Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass,   obwohl  {n.—x)     uiclit  gleich  (?«,  +  (- er,)) 
ist.  gleichwohl  alle  G-leichnngen ,  die  ohne  Zuziehung  der  zweiten  Gleichung  (70)  aus  den 
Grieichuugen  (73 — 76)  folgen,  aus  den  entsprechenden  für  (u,+x)    durch  Verwandlung 
von  X  in  (—  x)  sich  ergeben. 
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Zu  (1(111  Ende,  stelle  ich  lunh  einige  Säfzt-  iihci'  die  (;onvi'i<r»'n/ 
der  uiiciulliclieii  Reilien  zusaimiicii .  wclclic  liier,  sowie  ;iucli  im  Knltii-ndoi, 
zur  Aiiweiiduiif;-  koiiiineii. 

1)  Hat  mau  eine  uuenliclie  Reihe  von  dci'   Koriii 

hat,  wo  x,i/,.,.  veränderliche  Grössen  sind  und  a.^, ...  f,^anze 
Zahlen,  von  denen  jede,  unabhängio;  von  den  andern,  alle  Werthe 
von  0  bis  -hcxD  durcliläuft,  und  es  bleiben  die  absoluten  Beträge 
der  Glieder  der  Reihe,  wie  gross  auch  a,ß, ...  werden  mögen, 
sämmtlich  kleiner  als  eine  angebbare  Grösse,  wenn  für  x,i/, ...  be- 
stimmte Wertlie  XQ.y^^, ...  gesetzt  werden;  so  convergirt  die  Reihe 
für  alle  Wertlie  von  x.y....,  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach 
beziehlich  kleiner  als  x^^.y^,.,.  sind,  und  zwar  unbedingt.*) 
Bezeichnet  man  nämlich  die  absoluten  Beträge  von 

«a,ß,...-      ^,y,---'      ^'o- //o,  .  •  •  • 

durch 

SO  lässt  sich,  der  Voraussetzung  nach,  eine  (positive)  Grösse  G  angeben, 
die  grösser  ist  als 

A  r^     ^ 

welche  Werthe  auch  a.ß, ...  haben  mögen.     Alsdann  ist  der  absolute  Be- 
trag von  «aß...  kleiner   als   G^q    yj^    ....    also  der  absolute  Betrag  von 

«a  ß     x^y  •••  kleiner  als  G\^  ^\    ...^"r^*" und  daher  die  Summe  von 

beliebig  vielen  Gliedern  der  betrachteten  Reihe  dem  absoluten   Betrage 
nach  kleiner  als 


2»?. 


-a_  — ß       ?:«     ß  G 

'(i c    y,  . . .  ^- 


o-i)o-;)-- 

wofern  ^<^o,  "Q-^^,  •••?  wodurch   der  aufgestellte  Satz    erwie.sen   ist. 

*;  Eine  Keihe  soll  iinbedint^t  cüuveri^eiit  i^vnannt  werden,  wenn  sie  hei  jeder  be- 
liebigen Anordnung  ihrer  (rlieder  convergirt.  Dazu  ist  erlorderlieh  nnd  hinreichend, 
dass  die  Keiiie  der  absoluten  Beträge  ihrer  Glieder  eine  endliche  Snunue  liabe. 
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2)  Es  seien  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 


TVf',^/'. 


Functionen  beliebig-  vieler  Yei'änderliclien  a:,y,....  die  sich  nach 
ganzen    positiven   Potenzen   von   .'.//....   in   Reihen    entwickeln 

lassen.    Ferner  sollen 'j». 4^'. 'V diejenigen  Reihen  bezeichnen. 

in  welche  die  Reihen-Ausdrucke  von  cp.cp'jCp", dadurch  über- 
gehen, dass  jeder  Coefticient  dei'selben  durch  seinen  absoluten 
Betrag  ersetzt  wird. 

Wenn  nun  für  bestimmte  positive  Werthe  ^,j,vj,,, ...  von  oc,y, ... 
jede   einzelne  dei-    Reihen    'i'.'l' .'j» und   ebenso  ihre  Summe 

•\>      'b'     'l"      

coiivergirt,  so  convergirt  auch  die  Summe 


^-1-^'.:    cp"- 


für  alle  Werthe  von  x,y. ....  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  nicht 
grösser  als  bezielilich  ^, y^^.  ...  sind.  Bezeichnet  man  in  den  Reihen- 
Ausdrucken  von  '^.'f'.cp". die   Coefficienten  von  x'^yK..  be- 

ziehlich  durch  a^  ^     .  (1^  ß     .  a'^  jj und  setzt 


«a,;5.  ...    '   "a.ß....   ^  ^ä,ß.  ...        •   •  •      '^a,ß, 


so   hat  jede  der  Grössen  ^„  ß        einen  endlichen  Werth,  und 
es  ist  für  die  genannten  Werthe  von  x,y,...  die  Reihe 

nicht  nur  convergent.  sondern  auch  gleicli  der  Summe 


cp  +  cp'+cp"+ 


Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar   aus  dem  vorhergehenden  und 
aus  dem  Begritfe  einer  unbedingt  convergenten  Reihe. 
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i^)   W'fiiii   \(»ii   (l(')i   Ix'idt'ii    Kcilicti 

jede,  für  alle  Weitlie  von  x.i/.....  du:  dcni  jibsolutcii  lir- 
tiage  nach  kleiner  als  bezielilicli  E,^,y,,^.  ..  sind,  conveigirt, 
so  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  dass  auch  die 
Reihen 

für  dieselben  Werthe  von  rr,  //. ...  cunvergent  sind,  und  beziehlich 
die  Summe,  die  Differenz  und  das  Product  von  -f  und  -f ,  darstellen. 
Daraus  ergiebt  sich,  als  weitere  Folgerung: 

4)  AVenn    :p.-f,,-f.,, beliebig  viele  Functionen    von   .',//....    sind, 

die  sich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  dieser  Grössen  in  Reihen 
entwickeln  lassen,  und  F  ist  eine  ganze  rationale  Function 
von  -f.'fj,cp.„ ,  so  ist  die  Reihe,  welche  aus  F  duich  Sub- 
stitution jener  Reihen  für  cp,cpj,cp.„ und  durch  formelle  Ent- 

wickelung  nach  Potenzen  von  .r,//. ...  hervorgeht,  stets  un- 
bedingt convergent  und  ihre  Summe  gleich  F  für  alle 
diejenigen  Werthe  von  x,y,....  für  welche  die  Entwickeluugen 
von  cp,!fj,(f^, sämmtlich  unbedingt  convergiren. 

5)  Ist  aber  i^  eine  Function  von  <:p,<^^/^^, ,  die  sich  in  eine  un- 

endliche Reihe 

2ta.ß,r r^hl 

entwickeln  lässt,  und  man  setzt  statt  'f,cp,.cp^ ihre  Keihen- 

Ausdrücke,  so  gelten  hinsichtlich  der  Convergenz  der  Reihe, 
die  man  aus  der  vorstellenden  durch  Entwickelung  derselben  nach 
Potenzen  von  x.  t/.  ...  erhält,  folgende  Bestinnnungen. 

A)  Es  convergire  die  lu-sprüngliche  Reihe  für  F.  sobald   T."-f,.'^_, 

ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  beziehlich  p.  p, .  p., 

und  es  seien  'l'-'li/l'.- <^i*^  Reihen,  in  welche  '-f.'r^.t., über- 
gehen, wenn  man  jeden  Coefficienten  der  letzteren  durch  seinen 
absoluten  Betrag  ersetzt;  ferner   sei  f(:r.  (/....)  die  Reihe,   in 
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welche  jF  diircli  die  angegebene  Substitution  übergeht,  und  ?,rj, ... 
seien  wieder  die  absoluten  Beträ ge  von  oc, y. . . . ;  alsdann  conveigirt 
/■(a',  y, . . . )  und  es  besteht  die  Gleichung 

F{^''iv'i2^ )  =  /(x,^,...) 

jedenfalls   füi'  alle  AVerthe  von  x,y.  ...,  die  den  Bedingungen 

'K?,Y/,  ...)<?,     '|,(^,r^...)^Pi,     4',(^,7j,...)<cp.,,    

Genüge  leisten.  AVenn  daher  cp(0,0,...),  cp/0,0,...),  cp^(0,0,...), 

ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  beziehlich  P,Pi,  p^, 

sind,  so  wird  die  Reihe  f{x,  y, . . .)  wenigstens  für  ale  AVerthe  von 
x,y,  ....  deren  absolute  Beträge  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
schreiten ,  convergiren. 

B)  Convergirt  die  Reihe,  in  welche  F  nach  Potenzen  von 

(fjCpjjif^j entwickelt  werden  kann,   für   alle  AVerthe   dieser 

Grössen,  so  convergirt  die  Reihe  f{a:.y )  und  es  besteht  die 

Gleichung 

/"(rr^y,  ...)  =  F(cp,cpj,cp,, ) 

für  alle  diejenigen  AVerthe  von  x, //,...,  für  welche  die  Reihen- 
Eutwickelungeu  von  cp,  ^1/^2' sämmtlich  unbedingt  convergiren. 

Anm.  Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  die  vorstehenden  Sätze  (2 — 5) 
nicht  unbedingt  umgekehrt  werden  dürfen;  man  darf  also  z.  B.  nicht  be- 
haupten, in  dem  zuletzt  betrachteten  Falle  convergire  f{x,y,...)  nur 
für    solche   AA'erthe   von   x,y,...,    für   welche   die    Ent Wickelungen    von 

cp,(Pj,<f2, sämmtlich  convergiren.    Die  Sätze  geben  daher,  obgleich  sie 

sich  bei  vielen  Untersuchungen  nützlich  erweisen ,  keineswegs  die  wahren 
Kriterien,  nach  welchen  über  die  Convergenz  von  Reihen,  die  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  einer  oder  mehrerer  Veränderlichen  fortschieiten , 
entschieden  werden  kann.  Diese  Kriterien  müssen  vielmehr  aus  einer 
andern  Quelle  abgeleitet  werden;  Avie  ich  dies  bei  einer  andei'u  Ge- 
legenheit zu  zeigen  gedenke. 

Ich  betrachte  jetzt,  um  den  ersten  der  oben  angegebenen  Sätze  zu 
beweisen,  die  Function  Fc{u),  und  beschränke  die  Veränderlichkeit  von 
n  zunächst  auf  solche  AVerthe,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  eine 
beliebig  angenommene  ganze  positive  Zahl  m  ist. 


i'hvr  die  Tlicorir  der  aiialvli.-ilirii    I'\i.'nll:iti'ii.  '•■''•' 

Man  liat 

a— »r    I 


^^.")-'n  |(.^)o  :);n  ;(/,)o  :)\ 


Setzt  man  nun 


a=ij 


SO  ist 


a=-+-00    ; 

a=-)-oo  ,  n=+oo        x",    a        .» 


Es  sei  ferner 


und 


a=+co,      ,  n'\    a 


Y?    J?/  —  ?/)  , 

so  dass  '\>rjS.u)  aus  der  Reihe  'f^O*)  ^la^lui-cli  hervorgeht,  dass  man  in  dieser 
jeden  Coefficienten  durch  seinen  absoluten  Betrag  ersetzt.  Dann  wii-d 
sich  nach  dem  zweiten  der  vorstehenden  8ätze 

nach  Potenzen  von  u  in  eine  convergiiende  Reihe  entwickeln  hissen,  wenn 
die  Summe 

a=-r«:.  a=-l-cc  rt=-4-co  ll    , 

a=o  a=o       0=-'       (X{ni  -    a» 

für  jeden  positiven  AVerth  von  fi .  der  kleiner  als  m  ist,  einen  endlichen 
AVerth  liat.     Dies  ist  in  der  That  der  Fall. 
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Es  ist  nämlich 


a=-i-oo     ^  _     a=-i-co 

y 1 =  ^  y ^^ 

a=o  {m  +  a)         yn   a=o  [\  -\ — ^ 


und  wenn   man   in  der   letzteren   Summe   das    (?i  '  l)te    Glied   durch   i^^ 
l^ezeichnet : 


hl 

V"  ' 

m    / 

V^    '       n    y 

1     " 

in-. 

(n 

0  +  ")° 

n 

also  wenn 

a=-l-oo 


21j  /  a\rt         a 

a=(j  (  ]  -^        ) 
V        Dl  y 


gesetzt  wird,  für  q  ■—  1  nach  (i;  ö  \'ll,  2)  .>>■(,  eine  endliche  Grösse,  die 
abninnnt,  wenn  q  wächst:  woraus,  da 

a-— -4-00  a=-i-oc  /    ci  ,      ■> 

ist,  das  Behauptete  unmittelbar  folgt. 

Nach   dem   fünften   der   obigen    Sätze   (Art.  B.)  lässt  sich  nun  von 
den  beiden  Factoren ,  in  die  Fe  (h)  zerlegt  ist ,  der  zweite ,  welcher  gleich 

ist .  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  u  in  eine  Heihe  entwickeln ,  die 
sicher  füi-  jeden  der  betrachteten  Werthe  von  n  convergirt;  der  erste 
Factor  aber  ist  durch  eine  beständig  convergirende  Reihe  von  derselben 
Form  darstellbar.  Es  ergiebt  sich  also,  nach  dem  dritten  der  angeführten 
Sätze,  für  Fe  (u)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  u  fortschreitende 
Reihe,  welche  jedenfalls  convergirt,  wenn  der  absolute  Betrag  von  u 
kleiner  als  m  ist.  Die  Coefficienten  dieser  Reihe  sind  aber  von  m  un- 
abhängig; da  man  nun  diese  Zahl  beliebig  gross  annehmen  kann,  so  muss 
die  in  Rede  stehende  Reihe  für  jeden  endlichen  Werth  von  u  convergiren; 
w.  z.  b.  w. 

Was  den  zweiten  der  obigen  Sätze  angeht,  so  bemerke  ich  zunächst 
Folgendes. 


i;i)or  (lio  Tlifdiio.  drr  aiinlytis.liHii   Ka<ulfiifcii.  l!  1 1 

W'ciiii  //  i'iiie  positive  oaii/.c  Z;ilil  ist.  so  kjiiiii  die  Knciiltill   {k.     .,  \^ 
in  eine  eiuUiche  lleilie  von   der  b'onn 


^^"V'^iy\--HylA 


2  i 

entwickelt  werden,  avo  sicli  die  Coefflcienten  {y)^,  (y),,  ...  als  ganze 
Functionen  von  //  darstellen  lassen.  Ninniit  man  für  ?/  eine  beliebige 
Grösse  an ,  s(j  verwandelt  sich  die  vorstehende  Formel  in  eine  unendliche 
Beilie.  Ist  //  eine  negative  ganze  Zahl,  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 
diese   Reihe   für  alle  AVerthe  von  ii.cf.   hei   denen,  der   ahsolute   Betrag 

von  —  unter  einer  bestimmten ,  von // abhängigen  Grenze  liegt,  convergii-t 

und  ebenfalls  gleich  {ii^^xf  ist.  jNIan  liat  nun  angenommen,  dies  müsse 
auch  für  nicht  ganzzahlige  AVerthe  \'on  //  der  Fall  sein,  und  es  hat 
namentlich  ()t tinger  in  der  oben  (S.  189)  angeführten  Abhandlung  bei 
seinen  Deductionen  die  in  Rede  stehende  Reihe  vielfach  benutzt.  Aus 
den  nachstehenden  Betrachtungen  erhellt  indessen,  dass  die  Reihe,  wofern 
//  keine  ganze  Zahl  ist.  niemals  convergirt,  welche  AVerthe  man  auch 
den  Grössen  u,  oc,  beilegen  möge. 
AVenn  eine  Reihe  von  der  Form 


/  I  CIqi^OC     , 


wo  a  eine  veränderliche  ganze  Zahl  bedeutet,  für  jeden  AVerth  von  x, 
dessen  absoluter  Betrag  zwischen  zwei  Grenzen  a  und  h  liegt,  convergirt. 
so  giebt  es,  Avofern  man  r  auf  irgend  einen,  ganz  innerhalb  des  Conveigenz- 
gebietes  der  Reihe  liegenden  Bereich  beschränkt,  in  demselben  stets  mir 
eine  endliche  Anzahl  von  AVerthen,  für  welche  die  Reihe  den  AA'erth  iS'ull 
.annimmt.  Der  strenge  Beweis  dieses  Satzes,  von  dem  man  bei  manchen 
L'ntersuchungen  Gebrauch  machen  kann,  lässt  sich  aus  den  oben  auf- 
gestellten Convergenz-Sätzen  ableiten;  was  ich  jedoch  hier  der  Kürze 
wegen  übergehe. 

Dies  vorausgesetzt,  werde  in  .der  obigen  Reihe  (was  unbeschadet  dei- 
Allgemeinheit  geschehen  kann)  a:  =  1  gesetzt,  für  //  irgend  ein  bestimmter 
AVerth  angenommen,  und  unter  u  zunächst  eine  positive  reelle  Grösse 
verstanden.     Angenommen    nun,    die  Reihe  convergire  für   irgend  einen 

16 
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bestimmten  Wertli  >(^^  \ou  u,  so  wird  dies  auch  für  jeden  grösseren  Werth 
der  Fall  sein  und  es  ist  unter  der  Bedingung,  dass  n  zwischen  den  Grenzen 

u^^  und  -T-oo  angenommen  und  bei  der  Bestimmung  der  Potenz  u'^  dem 
Logaritlimus  \'on  u  sein  reeller  AVerth  beigelegt  werde, 

eine  eindeutige  und  continuirliche  Function  der  Grösse  u. 
Wenn  //  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  hat  man 

also 

Entwickelt  man.  //  als  eine  unbestimmte  Grösse  betrachtend,  beide  Seiten 
dieser  Gleichung  in  Reihen,  die  nach  fallenden  Potenzen  von  u  fortschreiten, 
so  müssen  die  Coefficienten  der  einen  Reihe  den  gleichstelligen  der  anderen 
Reihe  für  alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  /y  gleich  sein;  woraus 
folgt,  dass  sie  identisch  einander  gleich  sein  werden,  weil  sie  nämlich 
sämmtlich  ganze  rationale  Functionen  von  //  sind,  (in  der  That  ge- 
langt man,  wenn  man  die  angedeutete  Rechnung  ausführt,  zu  den  be- 
kannten Ausdrücken  von  {y)^,(i/).,,  ...).  Mithin  muss  die  in  der  vor- 
stehenden Gleichung  ausgesprochene  Relation 


90H-l)----^90') 


gelten,  sobald  nur  die  genannten  Reihen  beide  convergiren;  was  bei  den 
obigen  Annahmen  sicher  der  Fall  ist,  wenn  /(  nicht  nur  >  u^^,  sondern 
auch  >  1  ist. 

Aus   dieser  Relation  ergiebt  sich,    wenn   n  eine   beliebige  positive 
ganze  Zahl  bezeichnet, 

.   .  u(u  -fl)   ...  (u  +  11  —  1)  ,  . 
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otlrr.   Wenn    F{i(.)i)  diciscllit'   BcdciitmiL:"  liiit    wie  im   Aiit'jiiijjf  des  i;  t;. 

F(ii .  H  )       -^{ii       n  } 


Fdt       //.  //)  („        „)!' 


Es  i.st  alx'i- 


I 


Lim.  £i^  .- 1 , 
«=oo  (n,  -\-  n) 

uiul  daher  (§  6,  Gleichung  4()) 

wenigstens  für  jeden  Werth  von  it,  der  >  /f„  nnd  zugleich       1  ist. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn  man 

'f  iN  -=  1  -+-  (y)i  M~'  '-  {y\rr'~{  •  ■  ■ 
setzt , 

1       clFc  (ii)  _         1  (IFc  (u  -f  y)  _  y      _1_  ^'fiO') 

Fein)      du  Fc(ii-\-y)  du  n       9/^')      f/if     ' 

^i,{n)[Fc  (u  -i-y)  — ^  -  -  Fe  (u) ^[^^J  -  ^^-  ('0  ^<^  0'  +^)(f7?,(")  +  "  .f— )  =  0- 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung  lässt  sich 
nun  in  eine  nach  ganzen  (positiven  und  negativen)  Potenzen  von  u  fort- 
schreitende Keilie  entwickeln,  Avelche  jedenfalls  convergirt,  wenn  der 
absolute  Betrag  von  m  grösser  als  ?*„  ist;  die  Coefficienten  dieser  Reihe 
müssen  aber,  da  die  Gleichung  für  jeden  zwischen  bestimmten,  Grenzen 
liegenden  reellen  Werth  von  ii  gilt,  nach  dem  oben  angeführten  Hülfs- 
satze  sämmtlich  gleich  Null  sein. 

Daraus  folgt,  dass  die  vorstehende  Gleichung  für  jeden 
(reellen  oder  complexen)  AVerth  von  x ,  dessen  absoluter  Betrag 
grösser  als  u^  ist.  besteht.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  y  eine  ganze 
Zahl  ist.  Nimmt  man  nämlich  eine  ganze  i>ositive  Zahl  ii .  die  —  ll^^  ist, 
so  an,  dass  (Pi(— «)  einen  von  Null  verschiedenen  ^^'erth  erhält,  und 
setzt  u  =  —  7i,  so  reducirt  sich   die  linke  Seite  der  Gleichung  auf 


9,(»)f.(— ,'/)('-^"') 


16* 
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1111(1  dies  Product  liat  stets  einen  von  Null  verscliiedeneii  AVertli,  wenn 
y  keine  ganze  Zahl  ist. 

Hiernach  ist  die  Annahme,  dass  die  Reihe 

H^  {l  -^  {y)u~^+  (.vV'~'h } , 

wenn  der  Grösse  y  ein  nicht  ganzzahliger  Werth  beigelegt  wird,  für 
irgend  einen  endlichen  AVerth  von  u  convergire,  unstatthaft. 

Damit  soll  jedoch  keinesw^egs  behauptet  werden,  dass  die  Differenz 
zwischen  («,-!- 1)^  und  der  Summe  mehrerer  der  ersten  Glieder  der  vor- 
stehenden Reihe,  wenn  n  ohne  Ende  wächst ,  nicht  kleiner  werden  könne, 
als  jede  gegebene  Grösse.  Indessen  leuchtet  ein,  dass  sich  aus  der  in  Rede 
stehenden  Reihe  hinsichtlich  der  Facultät  {n,  +xf,  namentlich  was  das  Ver- 

00 

halten  derselben  betriift,  wenn  der  Quotient  —  unendlich  klein  wird,  ohne 

Betiachtung  des  Ergänziingsgliedes,  welches  der  Reihe  liinziizuffigen  ist, 
sobald  man  sie  mit  irgend  einem  Gliede  abbricht,  durchaus  keine  sicheren 
Schlüsse  ziehen  lassen.  Ein  brauchbarer  Ausdruck  für  dieses  Ergänzungs- 
glied dürfte  sich  aber  nur  mit  Schwierigkeit  ermitteln  lassen. 


Ich  gehe  jetzt  zu  den  Entwickelungen  von 

{u-^-k^-r-xY  und  {u~k,  —  x)^, 
sowie  von 

log {u , ~\-x) ^  und  log (ii ,  —x)^ 

über,  w^elche  in  dem  erwähnten  Grell e'schen  „Memoire"  aus  der 
daselbst  als  allgemeine  Taylor 'sehe  Reihe  aufgestellten  Entwickelungs- 
foimel  hergeleitet  worden  sind.  In  der  Gestalt,  wie  diese  Entwickel- 
ungen dort  gegeben  sind,  ist  ihre  Richtigkeit  ausser  Frage,  indem  sie 
identische  Umgestaltungen  der  darzustellenden  Functionen  sind,  und 
dem  allgemeinen  ^i ten  Gliede  jedesmal  der  ergänzende  Rest  beigefügt  ist. 
Anwendbar  sind  sie  jedoch  nur,  insofern  sich  dieses  Ergänzungsglied 
der  Grenze  Null  nähert,  wenn  «  ohne  Ende  zunimmt.  Ob  dies  der 
Fall  sei,  lässt  sich  in  den  meisten  Fällen  aus  der  Betrachtung  des 
Ergänzungsgliedes  selbst  nur  schwer  erkennen,  (es  dürfte  vielleicht 
möglich  sein,  den  in  Rede  stehenden  Rest  durch  ein  bestimmtes  In- 
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tegral  ausziulrückeu.  wclt-ljcs  ciiic  leiditere  Beurtlu'iliiiio^  seines  Betrages 
/uliesse),  iiidem  der  am  angctüliiteii  (Jrte  zu  diescni  Zwecke  aufV;t'.sfclI(e 
Satz,  wie  es  von  dem  Verfasser  selbst  in  einei-  spätncn  Al)li;indliiii<r  iilirr 
denselben  Ueiienst  and  lunicikt  Wdidcii  ist.  niii'  dinin  'j\\\ .  wtiin  (hf  Hcjlif 
mit  irgend  einem  (-»liede  aLltiiclit.  Aus  dem  hlosstn  rni.siiind»'  jibcr, 
dass  die  Summe  dei-  ii  eisten  (Glieder,  wenn  }t  oliiic  F.nde  wächst,  sich  einer 
l)estimmten  endlichen  Grenze  näheit.  läs.st  sich  1»ei  einer  Reihe  von  die.ser 
Form  nicht  schliessen,  dass  sie  der  zu  entwickelnden  Grösse  gleich 
sei.  Denn  gesetzt,  es  bestehe  für  eine  bestimmte  Function  F(.r)  und  für 
alle  einem  gewissen  continuirliclien  Bereiche  angehinigt^n  Wei-the  von  x 
und  X  i  k  wirklich  die  (»leichung 

■ä    (d.+o''    ^"     * 

wo  a  eine  Constanle  bedeutet  und  A^'-^a  zu  nehmen  ist;  so  sei  '!>(./)  eine 
der  Bedingung 

6ur-f  oc}^'])ix) 

genügende  Function  und 

F,{x)^H^-)F{x). 

Dann  convergii^t,  indem 

ist.  für  die  genannten  Werthe  von  x  und  x  r  k  auch  die  Keihe 


dieselbe   ist  aber   gleich   '\)(x)  F(x ■+]:).    also   nur  dann    gleich    F^(x-l-), 
wenn 

ist,  was  bei  einem  bestimmten  Werthe  von  ./■  niidit  füi-  alle  einem  cnn- 
tinuirliclien  Bereiche  angehörigen  Werthe  von  //  statttinden  kann. 

Wenngleich  hiernach  die  Benutzung  der  in  Rede  stehenden  Knt- 
wickelungsformel  in  den  meisten  Fällen  nicht  ohne  Schwierigkeit  ist,  so 
bleibt  sie  doch  jedenfalls  ein  treuliches  Mittel,  um  für  manch(^  Functionen 
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auf  einem  natürlichen  und  directen  Wege  Reihen- Ausdinicke  zu  erlangen, 
\-on  denen  man,  nachdem  sie  gefunden  worden  sind,  in  vielen  Fällen  ohne 
Schwierigkeit  nachweisen  kann,  dass  sie  die  zu  entwickelnden  Grössen 
wirklich  darstellen. 

Für  die  Function   (u,  +x)^  hat  man,  wenn  man  das  Zeichen  A  auf 
■II  bezieht  und  A^t  =  x  setzt: 

Aber  es  ist 

;/  -I      /                   s— 1/            xV      {th  +x) 
{a -t  X ,  --  X) ■'  {(( +  x,+  X)      {h ,  +  xO ^  =  ^-^ ^ , 


.y  -  .....f..  ._  ^^\y-^ 


also 

(öö.)  A(h,  -^xY  =  yx(;a--Xj  -\-x)' 

Durch  mehrmalige  Wiederholung  derselben  Operation  folgt  hieraus: 

(86.)  a"0/,  ^a-f  =  x'\tj,  -  ifiu+nx,  -^xf~'' . 

Aber  es  ist 

/     ,    \y 

{i(  -+-  rix,  ~xf      =  {a-^nx,  -^x)     {u,  ~^x)'^= —  , 

{u,+x) 

also 

{81.)  A  {u ,  +xy  =  x   {i/,-  1)   )-^ ^„ . 

{tl,+X) 

Für  die  Function  («,  —x)^  erhält  man,  wenn  man  in  der  ersten  Formel  (7Ü) 
{u  —  x,  —  x)^  —  (u ,  —  ./■) ^  _      yx 

u-\-x  statt  u  setzt  und  Aii  =  x  nimmt. 


.,       ,?/      y^  /  \^        /       \y^ 

Ah(,—x)   = —^ iu+x.—x)   =  yx(u.—x) 


riicr  die  'l'iit'oiir  der  aiiiilvliscln-ii    Kiuiiliiitcii.  'J  l7 

woraus  weiter 

X  i"  ?/  n  "  '/    " 

(HO.)  A    (//,-:/•)    -  ./•    (//.      1)    (//.^    ./•/ 

\n  —  y:r  \  x,  •  .r) 
folgt. 

Die  augelülirte  Eiitwickelungsfoniiel  giebl  iitiii 

(89.)  (n   '  Ävf  ic)-^ 


/>'.. . 


wo  B^^  (las  Ergänzungsglied  bezeichnet,  auf  dessen  Ausdi-uck  es  liier  nicht 
weiter  ankonnnt.  Wenn  y  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  liriclit  die  Keihe 
mit  dem  (//  — Dten  Gliede  ah  und  giebt  den  vollständigen  Ausdruck  für 
{u-rk,+x)^ .  In  jedem  andern  Falle  aber  ist  die  Zahl  ihrer  Glieder 
unendlich,  und  es  ist  zu  untersuchen: 

erstens,  unter  w^elchen  Bedingungen  die  Reihe  dann  eine  endliche 

Summe  habe;   und 
zw^eitens,  ob  diese  Summe  wirklich  gleich  {u  ^k,  ^x)^  sei. 
Es  werde  (für  n  =  0 , 1 .  . .  .  +  co) 

gesetzt;  dann  ist 

JlL  =  y  —  n  +  l     k-oix-r  X   _^  /    _  //  -  1\/'    _  h^\  ^\/      ,   n   ■  ;r\~' 
f„_j  n  u-\-nx  —  x        \  11    J\  nx   /  V  nx   / 

ti  +  k 
u  -\ 1 

n 

V=-t-oo 

Die  Reihe  ^  ^,  liat  daher  nach  dem  Satze  (i;  5.  \  II.  1)  riiir  eiidliclii' 
Summe,  sobald  der  reelle  'i'heil  \oii 


u      k 

—r--^y 


positiv  ist. 
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Nim  ist,  wenn  j-  -=  1  gesetzt  wird, 

y  v+^^ 

(i»  +  fc,+i)'   _    .   Ot,+iy 

V  V  / 

Bezeichnet    man    diesen   Ansdrnck    diiicli    q;(").    so    ergiebt    sich    (nach 
Gleichung  57) 

und  (nach  Gleichung  58) 


Lim.  cp(M-r  n)  =  1 

n=-+-oo 


Setzt  man  daher 

c-i  ( (1,- 1)  (u,-\  1)  ^ 

so  ist  zu  untersuchen,  ob  bei  bestimmten  AVerthen  von  yj^  für  alle  die- 
jenigen Werthe  von  a ,  für  welche  die  Reihe  convergirt,  ebenfalls  die 
Relation 

sich  ergebe.     Ist  dies  der  Fall,  so  hat  man 

Til«  -  1)  _9i(^«)  . 
9(?/-i-0         '-pdf) 

woraus  weiter,  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  n, 

'■{lin  -^  ot)        '{1(11) 

folgt.     Daraus  folgt,  da  auch  Liim.<:p^(u-hn)  =  l  ist, 

'»=+00 

9iOO  =  90')r 


Übor  (lit!  Tlioorie  «Icr  niial.vtisclifn  FuciiltiiliMi.  -  l'> 

(I.  li.  es  bestellt  die  Gleichung' 

.y  I  /•• 
(yu.)  V:  _   ' 

{a,  +  l){n,  .  i) 

1 ...  ^  -:_  J/(//:zJ:A/l</''-'^        //(y/-j)M(z/-2)A(A- -  1  j(A:    -) 
'«    '       1.2.?t(n  i   1)  I.2.S. n(ii  :  l)(?t  -l) 

für  alle  (lie;ienigeu  AVertlie  von  /i .  //,  /.-,  bei   denen  it     //  '  /.-eine  postive, 
oder   auch    eine    complexe   Gri>sse    mit    positivem    reellen   Theile    ist. 

u  /.• 

Wird  dann        statt  «  und        statt  Je  gesetzt,  so  ergiebt  sich  die  Richtig- 
keit der  Gleichung 

(91.)  {ii+lc+xf 

^  (.,  _^../li ^y^'^y^y-  W^-^  '■>  .  yiy-^^)iy  - ^^wa-  -rV/r-i,)  ,     j 

für  die  angegebenen  AVerthe  von  u,  x.  y,  k.  bei  denen  die  Reihe  convergirt. 

Die  fragliche  Relation  für  '-p^iu)  lässt  sich  aber  folgendermassen  er- 
weisen. 

Es  ist,  wenn  man  in  dem  obigen  Ausdrucke  t.^  der  Grösse  r  den 
AVerth  1  beilegt, 

V=H-co 

und  aus  dieser  Gleichung  ei'giebt  sich 

indem   sich  L,  in L  verwandelt,   wenn  u  .  l   statt  ?<   gesetzt    wird. 

Nun  ist  aber 

_  (?y-v)(/---v) . 
S+i      (v-M)(^t  +  v)    V 


ah 


so 


,  ,  'fr^c^-^^)^^^v-^.  yT :^^v_      _^     ^"^v 
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iiuleiu    in   der  letzten  Keihe  das   Glied,   in  welclieni  v  =  0  ist,  sich  auf 
Null  reducirt.     Es  ist  aber 

VM  U{lj    :     i)  _  «(Ä:+  l) 


(^/-v  +  l)(Ä:-v  +  l)      (/f-2/)(y-v  +  l)      {y-k){k-^  +  \)' 
und  daher 

%  («  -  1)  -  Zj  ^7-_  ^)(^  _  V  -f- 1)  -^  Zj  (y  _  /.•)(^-  _  V  +  1) ' 
Fernei'  ist 

alsü 

v=+-  :;=+-(v  +  1)  (vt  4  V)  t^^,       '^.=^  v{u  +  V  -  1)  ^ 

v=u  v^u  "-        '^  v=0  '*-        ^^  -^ 

mithin 

V=-(-oo  / 

2/  v(^<  +  v-K 

Aber  es  ist 

v(i^  +  v-i)      ,  ,,      {h  +  i){u-\-k) 

^  /»;  -  V  + 1         ^        -^        ^  A-  -  V  + 1      - 

mithin 

oder 

2j     ^Zr^XT^-^TITTr-  ^.("). 


Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  k  und  y  mit  einander,  so  erhält  man 
weiter : 

^^-^^(^  +  l)^v      u  +  y^k       ,  , 


rber  (He  Tlicorir  dir  aiialytisi'liHii  FarulttitcMi.  ~'>\ 

uiul  (lurcli  Verbindung  beider  (jlleichungen,  indem 

^^     A-      v-.-l      ^^     //-   V  ■    1  u      ^'• 

ist,  die  zu  beweisende  Relation 

,  ,         Hin  -\-  II  \  k)       ,  , 

Die  Formel  (90),  eine  der  wichtigsten  in  der  Facultäten-Lehre,  findet 
sich  in  der  oben  (Seite  225)  erwähnten  Abhandlung  von  Gauss,  wenn 
auch  in  etwas  anderer  Form;  ich  habe  sie  hier  hergeleitet ,  ohne  die  allge- 
meinen Eelationen,  aus  denen  sie  dort  hervoi"geht,  vorauszusetzen. 

Die  Reihe  für  (u  +  A-,  —x)^  lässt  sich  auf  ganz  älinliche  AVeise  linden, 
noch  leichter  aber  aus  der  vorhergehenden  herleiten,  indem  nach  der 
ersten  Formel  (82) 

(m  +  ä:,  —  xf  =  (u  -f  k  —  (y  —  1)  it-,  +xf 

ist.  und  daher  in  (74)  nur  («,+a?)'''  in  {ii —  (ij—1)x,  +  x)^^{h,  —  x)^ 
zu  verwandeln  und  in  der  eingeklammerten  Reihe  2i—(y—l)x  statt  ti 
zu  setzen  ist.     J)a  nun  aber,  nach  (73)  u.  (78), 


.V  y 


{u  —  {y  —  i)x,  +  x)        {a  —  yx  +  n  o) ,  —  x) 
ist,  so  ergiebt  sich 
(92.)      {a+k-xf  =  («,-^f  +  ij{H-jf-'k  -I  ^^*  (u,-xf-'k(k-r) 


_^u_M^2M^^„.,^^,r'u(k-..^(u^;.) 


Dem  Obigen  zufolge  gilt  diese  Reihe  für  alle  AVerthe  von  u,  x,  y,  k,  bei 
denen  der  reelle  Theil  von  ^- i  y  = r  1  positiv  ist. 
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Dagegen  ist  die  von  Kramp  u.  A.  aufgestellte  Gleichung 

zu  welcher  man  gelangt,  wenn  man  {ii+k,  -1)'^  auf  ähnliche  AVeise,  wie 
im  Vorhergehenden  entwickelt,  aber  A(f  =  — 1  setzt,  im  Allgemeinen 
unrichtig. 

AVeil  nämlich 


(n     y-l,—i)y  (1-M— ?/,M) 

ist,  so  hat  in  Folge  der  Gleichung  (91),  wenn  in  dieser  1—u—i/  statt  u,  ferner 
—  /v  statt  k  und  x^l  gesetzt  wird,  sobald  der  reelle  Theil  von  1—ii—k 
positiv  ist,  die  Reihe  auf  der  Rechten  der  vorstehenden  Gleichung 
den  AVerth 

(l-H~y,-\-l)^  {-u,  —  ].y 

Es  ist  aber*) 

{u,  T  l)-^  Fe  (u)  Fe  (1  —  n)  _      sin(MT:) 


(_  y^  _  1)^       Fe  {u  4-  ij)  Fe  (1  -  u  -  y)       sin  {u  +  2/)  tc  ' 
und  es  ergiebt  sich  demnach  an  Stelle  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 

(93.)  ^^\^^a,^,r{h-A--^^^^  1)^ 

H     1(1, +1)  '     ^m{u-^y)T.      sin(^(  i  k)-. 

wie  dies  bereits  Ohm**)  bemerkt  hat. 

Man  hat  hier  ein  treffendes  Beispiel  zu  dem  oben  Gesagten,  dass 
man  beim  Gebrauch  der  Formel 

^ ,     ,  ,  ...   ,  ^F{ü)^      \-F{u)k{k^^n)  ^'Fiji)  {k.^Aaf    , 

A/(  l>i  -  \u        (l,+  l) 


*)  S.  d.  folg.  §• 
*='■)  System  der  Mathematik,  Tbl.  2,  S.  »9. 
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iiiclit  scliliessen  dürfe,  es  sei  iv„^0  für  n=oo,  so1)iiM  die  Siiniiiic  dtr 
n  ersten  Glieder  bei  stets  wachsendem  Wertlie  von  n  sicli  einer  hestininitcn 
Grenze  nähert. 

Aus  (Dl)  folgt 


Ä-ic    _  ?/(//- l)(y— 2)   (Ä-a-)(Ä-25c) 


Nimmt  man  nun  an,   es  sei  der  reelle  Theil  —+y  positiv,  und   lässt 
/.•  unendlich  klein  werden,  so  ergiebt  sich: 

^^^^^        d\og{u,+x)-' _  y      !/{y-l)         X  y(y-l){y-'2)  2x' 


du  u  1-2       n(u-roc)  1-2.3  ii{it  +  oc){u -\-2x) 

,  (?/,-!)    (1,+1)  n-i  . 


(-ly 


(1,-M)      (H,  +  a-) 


2/     y(y-^)      X       ,  y(y-i)(y-2) ^ 


Nun  folgt  aber  aus  der  Formel  (87),  Avenn  man  in  derselben  n  —  1  statt 
n  und  M  +  ic  statt  u  setzt: 

(95.)  A      {u^x,+x)  =iy,-l) '- ^^^nr  '  ^"^"  ^"  ==  ^' 

{ti-i-x,-{-x) 

und  hieraus,  wenn  man  ?/  =  — 1  setzt: 

^  .n— 1    «—1 

(96.)  A-Vl)  ^  (-1)"-^  ^'i-^  .  mr  A.  =  ^; 


folglich  ist 


(9- 


-  ^  rlog(^^-+-.x/  _  J^  _   .y(y_  J^>  \f^\      ■'/(.'/  "  0(//      ->  yV  ^  ^ 

^^  8m  u  1-2  Vh  1.2.3  V,<; 
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Legt  man  mm,  bei  gegebenen  WertJien  von  »■,//.  der  Grösse  u  nur 

solche  AVerthe   bei ,    für  welche  nicht   nur   der  reelle  Theil  von       H-  y , 

u 
sondern  auch  der  reelle  Theil  von    -  positiv  ist,   so  sind  die  Ausdrücke 

X 

auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  stetige  Functionen  von  ii,  und  man 
erhält  durch  Integration: 

(98.)      log(^/,  !  xf=  y  log«  +  ^^^T^  ^^''^''  +  ^^^  ~/^-|  '   "^  A^logn   i-  ■  ■  • 

^-^-^ 4A      logH^--. 

in  welcher  Gleichung  die  Werthe  der  darjn  vorkommenden  Logarithmen 
folgendermassen  zu  fixh'en  sind.    Man  bestinnue  den  Werth  von  logcc  so, 

dass  e*   ^    gleich  der  in  dem  Ausdrucke  (60.)  von  {ii^-\-x)'    vorkommenden 

Potenz  x^  ist.     Ferner  setze  man,  wenn  iv  eine  Grösse  ist,  für  welche 

der  i'eelle  Theil  von  —  einen  positiven  Werth  hat. 


X 


log?r   =  logic  '  log/-—) 


'(V 


und  lege  dem  Logarithmus  von  —  dessen  Hauptwerth*)  bei.    Dann  wird 


a: 


einer  der  Werthe  von  log(?f,-i  o,)'^   durch   die   Formel 

ylog.r  ^  l„g,t  -  log(«-  jy)  -  2      |logl,'(  ;  %'x}  -  log(/?  -:   {y     ax))  -i  //•log(l  -:   --)| 

a=i       '  '^     ) 

(wo  dem  Logarithmus  von  1  -f —  sein  reeller  Werth  beiziüegen  ist)  dar- 
gestellt, und  dieser  wird  durch  die  Gleichung  (98)  gegeben,  wenn  man 
auch  in  dem  Ausdrucke  auf  der  Bechten  die  Werthe  der  Logarithmen 

lug/(,  l()g(n-- x),  log(«H-2a- 


*)  Ist  ^  eine  positive  und  r^  eine  beliebige  reelle  Grösse,    so  ist  der  Hauptwerth 
von  logd-f-yji)  gleich  —  \og(E,^  +  Yi'^)-h  iarc.tg  (^},  wo  dem  Logarithmus  von  (g^  +  r/^) 

sein  reeller  Werth  beizulegen  und  der  Arcus  zwischen  — -  und  +  -5-  anzunehmen  ist. 


I'lxT  die  'l'lii'.piii-  der  ;nialytis(lK'n   Kiuultilffn  2."».') 

aus  (Iriicii  die  (TÜedei'  dessclbfu  /iisMiniiiciiiit'scf/.l  sind.  s<>.  wie  lirsliimiit 
worden  ist ,  tixirt. 

Auf  dics«^  Weist*  detinirt.  sind  nämlich  Ix'idc  Seifen  lin  -ruMiinicii 
({leieliung:  stetjfie  Functionen  von  n .  welclie  der  (Tleiclnin«;  (97)  znfolpre 
nur  um  eine  von  ii  unabliängip:e  Grösse  von  einander  vei'schieden  sein 
können. 

Setzt  man  ferner,  unter  v  eine  ganze  [lositive  Zalil  verstehend,  ti  ^  v.r, 
so  werden  die  Grössen 

log(?^^-a')"  --ylogn,    Alog?/.    A  liig?f.    .  .  . 

sämmtlich  imendlicli  klein  füi-  einen  unendlich  gi'ossen  Werth  von  v;  es 
muss  also  die  genannte  Grösse  gleich  Null  sein. 
Da 

t/+v  y  V  V  y 

(«,—  rr)       =  (h,+  x)  iii  -f-  yx.-\  x)  =  {u,-^  x)  {u  +  vo-,  -fa:)'  , 
also 

V 

,              V              {u,  +  x)  ,      .  ,     ,.V 

(?f.-  .r)  =  — ^—^ — — ^  (»  -f-  vr.-f  a") 

{u-^ijx,-^-x)' 

ist.  und  man  die  ganze  positive  Zahl  v  so  gross  annehmen  kann,  dass 
die   reellen  Theile  von 

— +v  und  — +v-!-f/ 

beide  positiv  sind,  so  folgt,  dass  die  Formel  (US)  in  allen  Fällen  zur 
Berechnung  von  (tt, -fa)'''  ausreicht. 

Aus  der  Gleichung  {u.-xy' ^ — — -  ergiebt  sich  ferner,  wenn 

die  reellen  Theile  von 

hl.  und  — ^  1  —  y 

X  X 

beide  positiv  sind: 
>9.)   logO,,-xf=;/log(,,.-..)-%^'ilng(,,-.r.-:-»^^qÄA)i^',„g(,,^ 

...^(_ir'fciLi"~',„g(,.  +  ^).  .... 
(1,-1) 

wo  wieder,  wie  in  (97),  i»  =  x  zu  setzen  ist. 


2ö6  Über  ilie  Theorie  der  aualyti.sclien  Facultäteii. 

Eerner  hat  man 


{u,  —  x)       ={u,—oc)  {a+yoc,—x)     = ^^^ — 


V 

{tt-^yx+x,  -1-  x) 


V 

{u+x,  -}-  x) 
also 

V 

(100.)        (h,  —  a)    --  — ^  {u-T-vx,-x)  , 

und  es  lässt  sich  wieder  in   allen  Fällen  v  so  gross  annehmen,   dass  die 
Formel  (U9)  zur  Berechnung  von   {ff,—cc)^  benutzbar  ist. 


9. 

Um  eine  Anwendung  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
Formeln  zu  geben,  Avill  ich  daraus  die  Ausdrücke  der  trigonometrischen 
Functionen  diu'ch  Facultäten  herleiten. 

Man  hat.  wenn  sin*^=^  gesetzt  wird, 

3  5  7 

—     -^  i- -^    '     1.3    z     ^    1.3.5    z 
U  —Z.     2    3    ~^  ~^~Ä   5"  "^  2.4.6"  y  "^  ' 

für  alle  reellen  Werthe  von  u  zwischen  den  Grenzen  —  -r^  und  -^  ttTc,  diese 
selbst  nicht  ausgeschlossen. 

Substituirt  man  nun.  unter  m  eine  ganz  beliebige  (complexe)  Grösse 
verstehend,  den  vorstehenden  Ausdruck  von  u  in  die  Reihe 

1  —  \mi)u  -h  (m^)  — -^  -  (m?)  ^  +  •  •  •  =  e      , 

und  entwickelt  dann  die  Formel  nach  Potenzen  von  z .  so  muss  die  daraus 
hervorgehende  Eeihe,  die  von  der  Form 


2%      x~^        •  a 


über  lUc  Tlioorio  »U-r  aMalytiHr.heii  Fakultäten.  2ö7 

ist,  in  VnV^v  dos  Satzes  (5.   li.  d.  i;  7)  ela-nfalls  füi-  alle  jt-Uf  Wt-illjc  \o\\ 
n  convei'giren .  luul  dif  (ilcicliuiig 


»ritt      "sn         •    * 

bestehen. 

Naclidem  auf  diese  Weise  die  Bedingnng,  unter  welcher  die  vorstehende 
Gleichung  gilt,  festgestellt  ist,  kann  man  sich  zur  Ikstimniuiig  der 
Coefficienten  rf^  iigend  einer  passenden  Methode  bedienen.  Man  erhält  z.  B. 
durch  zweimaliges  Uitferentiii'en  der  Gleichung  nach  h,  indem 


^L_ü^:asin"-^tcosH, 
(hl 


2  .    a 
<l  Sin   n 


iJn 


ist, 


afa  -  1  Isin''   'u  cos  U  ~-  asin  u  . 


a (a  —  1 ) sin"'  "u  —  a" sin'' i< 


2   ■    a 


oder 


—  we       =  Vrr^(aia-l)sin       ?f  —  a  sin   n) 

=  2  ((a-i-2)(a+  l)rr„^,sin^O  -  ^  (a^'aSin''"), 

a=0  a='J 

a=-i-cc 


~o   Wi- 


es muss  also 


oder 


2  2 

a  —  m 


'«+2      (aH-l)(aH-2) 
seiD; 
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Hieraus  ergiebt  sich  (für  v  =  0 .  1 ,  •  •  •   ;  oo) 


2 


(|'>*,-l)(-2->».-l) 


(-1) 


(2,-^2)  (l,-^--2) 


v(w,-2)  (m,  +  2) 
(      1)                       ov      -  ' 
(1,-1  ]) 

^m(-i-m-|,-l)(-|m- 

1 
2  ' 

-0" 

_  V  mijm  -  1,  -  2)  (w  4- 1,  +  2) 

V~    1)  2V+1 


(1,-M) 
indem  dann  wirklieb 


*2v  {m  -  2(v  -  l))(m  +  2(v  -  1))       (2v  -  2)  —  m 


fl2v_2  (2v  -  1)  2v  (2v  -  1)  2v 

«2v^i  _       (m  -  1  —  2  (v  -  l))(w  4-  1  -f  2(v  -  1))  _  (2v  -  1)  -  m^ 
a2^_i  ~"  2v(2v-|- 1)  "     2v(2v-M)~ 

ist,    und    durch    Substitution    der    Reihe    ?f  =  sin?/-  •••    in    die    Reihe 
für  e        sich   a^^=^\,  a^^mi  findet.     Man  hat  daher 

(101.)  cosw««=     >       , ^-. sm  rt; 


^    (      (i,  +  :)"(i-.  +  iy  > 


v=o      I  (1,  + 1)  ' 


I  liiT  die  Tlicdiii'  (|iT  aiialylisclirii    l-'iniiltiit.ii. 

I  1  .'.         \  I 


2.')'.) 


(102.) 


sill  /;//'       III   >  , 


'; 


U,-fl)'(2'   i    0 


.    j/  .  I 

Sin       '/, 


(1,-M) 


für  jeden  "VVertli  von  m,  und  für  alle  diejenigen  reellen  AVertbe  von  n .  die 
nicht  ausserhall)  des  Intervalls  —  ,,7r  und    i   ,,t^  liegen. 

Setzt  man  nun  u  =  ~^tz,  und  'liu  statt  m,  so  eihält  mau  (luirli  Ver- 
gleieliung  der  so  sich  ergebenden  Ausdrücke  von  co.S)>m,  siuj//~  mit  der 
Formel   (90),    indem   man   in    dieser   n=.-j,  t/^m,  k--=  — m,    und  auch 

3  1     ,  1      +  * 

«*  =  ö  j  y  =  *^*  -  ö  '  k  =  m-  ~  setzt: 


(103.) 


cosmTT 


(t'  +  O     (t'  +  O 


smwTi 


2m(|,  +  l)" 


2"/3 


(1-0    XI.- 0 


oder,  weil 


(i-0"'=B^ 


(1,-       1 


2"/3 


)   -u,-i  i)^(|,  .1) 


(l.+  l)        =(!.-'-  1)(^,,-M) 


ist, 

1              1 

(104.) 

sin  m  7t  = 

4m(l,-M)^(l,+  l)'' 
(1,+  1)      (1.4-1) 
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Dividirt  man  diese  Gleicliiiiig  durch  ni  und  setzt  darauf  ni-=0,  so  ergiebt 
sich: 


1 

(105.) 

|y'7r=  (1,4-1)% 

und  daher 

(106.) 

nin 

^111  in  T"  — 

Olli  in  i^   — • 

(i.+.rcL+ir 

Da  (na( 

•h  88) 

"■     "       lHi  +  «0 

ist,  so  erhält  man  aus  den  vorstehenden  Formeln: 
(107.)  sinwm  =  mr^Fc  (m  -I-  1)  Fe  (1  —  m) 

=  11  Fi.- (m)  Fe  {V  -  m), 

und.  da 


(i-O"*-   ''^^ 


F.  (,„  ^  I) 


ist: 


(109.)  coamn  =  iiFr  (-^  —  ni)  Fe  (^  —  w)  , 

übereinstimmend  mit  (107),  wenn  man  dort  ni-^-  statt  m  setzt. 

Alle  diese  Foi-meln*)  gelten,  nach  der  hier  gegebenen  Ableitung,  für 
jeden  reellen  und  imaginären  AVerth  von  vi. 


*)  Setzt  man  die  Darstellungen  von  sinttTi,  cosmti  in  der  Form  unendlicher  Pro- 
ducte  als  bekannt  voraus ,  so  ergeben  sich  die  Formeln  (107 ,  109)  unmittelbar  aus  dem 
Ausdrucke  von  Fe  (u). 


Bericliliii,'iiii<^on. 


S.     lil,  Z.  1(1  ist  Iniit.r      eilt  lialtell .   tlr-r  Zwisclu-nsatz 

in  ein  (ilicd  /iis.uiiiiicii/iclil    f..it'M-t';illfii. 


S. 
S. 

S. 

s. 
s. 

s. 
s. 

s. 
s. 

s. 
s. 
s. 

s. 

s. 
s. 
s. 
s. 
s. 
s. 
s. 
s. 
s. 


49.  Z. 

57,  Z. 

58,  Z. 
58,  Z. 
58,  Z. 

58,  Z. 

58,  Z. 

60,  Z. 
GO,  Z. 

65,  Z. 
71.  Z. 
80,  Z. 


()  V.  n.                  lies      ^'\-hn  «fut'       '^'vt-i- 

11,   U,  15.  IUI 

.     2                  j    lies      »/'v  '^tatt     »/. 

3  V.  u.                lies     m  statt.     )n,^  (tlreiiiiiil). 

:5  V.  11.              lies     ^li\u    kann    also  tür    w/,^    jede    ganze,    uiclil 

negative  Zalil  in  iiclimeii,  die  der  Bedingung  genügt 

14                     lies     kleine  positive  statt     kleine. 

1  X  "" 


13.  15 
2  V.  u. 

3,  1   V.  u. 

t)    V.    11. 

4 


83,  Z.    7 


95,  Z. 
97.  Z. 

116,  Z. 

117.  Z. 
120,  Z. 
122,  Z. 
146,  Z. 
159,  Z. 
162,  Z. 


3 
2 
12 
13 
14 
19 
5 


S.  176,  Z. 13 


lies  I  —  ;<£. 

lies  ^v 

lies  SO 

lies  fx{oc;cx 

lies  andere 

lies  verschiedene 

lies  — 
2(0 

lies  pf'(  w.o)') 

lies  >., 

lies  M- 

lies  ^j 

lies  ^v 

lies  (x^,  . . .  T„) 

lies  *,(^-■•u 

lies 

lies     X^. 
r 

lies  ^ 


S^ 


<  0 


^'n-^2to,^ß 


188,  Z. 

189.  Z. 

193,  Z. 

203,  Z. 
208,  Z. 
208.  Z. 
21 1 ,  Z. 
218,  Z. 


Y=i 

2  V.  t;.  lies     §  2 

3  V.  u.  ist  (las  W..it      positive  zu  tilgen. 

u 


9 

4  V.  u 


lies     1  + 


n  —  1 

lies     u 

8  ist  das  Wort      indem   zu  tilgen. 

9  lies     nähern 

3,  4  lies     der  absolute 

1  lies     das 


statt      f.   (diinnialj. 
statt     es. 

statt     fx 

statt    anderen. 

statt    A  erschieden. 

CO 

statt     —  • 
2w 

statt  2^(i(  w.  to'). 

statt  ^♦•y . 

statt  m. 

statt  t; . 

statt  ^^1 . 

statt  (/o. ...//()  • 

statt  %(t^,...f„). 
statt      ?/a~^2^aß- 
statt     Ä',^ . 
r-i-\ 

statt      2  • 
Y=i 

statt      §  Ö. 

^7 


1  H ,   (zweimal). 


statt 

statt      ii .  (zweimal} 


statt     nähert. 

.-itatt     den  absoluttMi. 

statt     da  SS. 


262  Berichtig-uugen. 

S.  15'),  Z.  18—18.     Diese   Stelle  wird  besser  folgeiiflermassen   gelasst: 

Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  hätte  sie  innerhalb  (ß)  un- 
endlich viele  Unendlichkeits-Stellen,  welche  eine  (2n  —  2) fache 
Mannigfaltigkeit  bildeten  und  sämmtlich  Null -Stellen  der 
Function  q  wären;  unter  denselben  müsste  es  dann,  da  diejenigen 
Stellen  von  (6),  an  welchen  p,  q  beide  verschwinden,  nur  eine 
(2  w  — 4)  fache  Mannigfaltigkeit  ausmaclien,  auch  solche  geben, 
an  denen  p,  und  somit  aucli  p^  einen  von  Null  verschiedenen 
AVertli  besässe  —  dies  aber  widersijriclit  der  Gleichung 

^  ll^  _  _?*  —  i  _?^  _  ^ 
<1  öa?a        q^       p   dx^       p^ 
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